TNA001 FO 5 Kap 1.6 (fr.o.m. sid. 43) Induktionsbevis

a)

Fakultet och binomialkoefficienter
For alla heltal n > 0 definieras n-fakultet enligt
n=1-2-3-4-..-n.
Vi far t. ex.
31=1-2-3=6, 5!'=1-2-3-4-5=120
Dessutom galler att

0!'=1.

Talen n ”n over k”) kallas binomialkoefficienter och ges av
k g

n n! .. _
(k) = ! forn>=0o0chk=0,1,2,..,n.

(alt. 5! =5-4-3-2-1 = 120).

Vi far t.ex
(4) 44l 4321
3/ 7 31(4-3)! " 311! 3211
samt
7 7! 7! 7:6:5:4:3:2:1 7 7! 7! 7-6'5-4:3-2-1
2 21(7-2)!  2I5!  2:1-5:4-3-2-1 5 5/(7=-5)! 512!  5-4-3-2:1-2-1

n

7

5), vilket illustrerar sambandet (n) = (n

dér vi ser att (;) = ( k

Dessutom galler

(0)=()=1 o (})=

(,")=n a3

k) fsro<k<n (1.38).



For binomialutveckling av binom, t.ex. (a + b)*, anvinds binomialsatsen (binomialformeln) som ges av

n

(a+b)" = Z (Z) a™ kpk

k=0

for allan € N.

e Pascals triangel (med symmetriegenskaper)



Exempel 27

a) (x+1)° =

b) (x-2)° =

9 (2x-y)* =

Exempel 28

Bestam koefficienten for x° i utvecklingen av (2x —1)”.



Induktionsbevis

e Induktionsbevis illustreras via Exempel 29 nedan.
e Bevis av summaformeln for aritmetisk summa med hjalp av ett induktionsbevis (Exempel 30).
e Exempel pa en olikhet som bevisas med induktion: (x+1)" >1+nx, n € Z*,x > 0 (Exempel 31).

Det forekommer dé och da att man harleder satser med hjélp av s.k. induktion. I princip gar man till vaga sa har:
Man har en f6ljd pastdenden P(1,) , P(10 + 1), ... och man vill visa att P(n) dr sant for alla heltal n > no.

Beviset sker i tre STEG.

STEG 1: Man visar att P(n.) ar sant.

STEG 2: Man visar att for varje p > no géller det att om P(p) ar sant, sa dr aven P(p + 1) sant.
STEG 3: Man drar den 6nskade slutsatsen namligen att P(n) dr sant for alla heltal n > no .

Vi ska illustrera tekniken med hjélp av nagra exempel. Vi skriver “enligt antagandet” eller anvander

beteckningen "= " da vi tar det s.k. "induktionssteget", som &r den viktigaste delen av STEG 2.

*



Exempel 29.a)
Bevisa att for alla n € Z*, géller P(n): Z(Zk -1)=n>.

k=1
Losning:

Vi infor beteckningarna V(1) och H(n) for respektive vanster- och hogerled i pastdendet

P(n) ovan. d.v.s. V(n) = i(2k —1) och H(n) = n2.

k=1
1

STEG 1: P(1):V(1)= Y (2k-1)=2-1-1=1 medan H(1)=12=1
k=1

Alltsa &r V(1) = H(1) och P(1) &r sant.

STEG 2: Viantar att P(p) ar sant for nagot p € Z*, d. v. s.

14
Vi) = ) @k—1) = Hp) = v
k=1

Detta medfor att

p+1
V(p+1)=Z(2k—1)=(2-1—1)+(2-2—1) +23-D+..+Q@p-D+CrP+1)-1)
k=1 Termer med k=1 Term med k=p+1

to.m. k=p

D D
= (Z(Zk - 1)) +RE+D -1 = (Z(Zk - 1)) +@p+1)
k

k=1 Term med k=p+1 =1

Termer med k=1
tom. k=p

= p*+2p+1
enl.
antagandet
Vi har dessutom att
Hp+1D)=(@+1)?=p2+2p+1

vilket ger att V(p + 1) = H(p + 1) och P(p + 1) ar sant. Vi har visat att P(p) sant = P(p + 1) sant.

STEG 3: Eftersom P(1) ar sant maste enligt STEG 2 dven P(2) vara sant, men det innebér dven att P(3)

ar sant 0.s.v. och vi kan dra den 6nskade slutsatsen att Z(Zk -1)=n’ galler for allan € Z*.
k=1



Exempel 29.b)
Visa att

Z(k+1) zn(n+3)

2
k=1

forn € Z*.



Exempel 30
Bevis av summaformeln for aritmetisk summa med hjalp av ett induktionsbevis.

Bevis:

Vi ska bevisa att P(n): V(n) = i(a +(i-1d)=n 2a+(n-1)d

i=1

=H(n) géller for allan € Z*.

STEG 1: P(1): V(1)= i(ﬁ(i—l)d):a H(1)=22—”:a

i=1

Alltsa V(1) = H(1) d. v.s. P(1) galler.

STEG 2: Vi antar att P(k) géller for godtyckligt fixt tal k € Z*d.v.s.
k —
V) = Y (a+(i-T)d)= kle‘l)d
i=1

Detta medfor att

=H(k)

k+1 k

Vk+D) = (a+(i-1d) =Y (a+(-1)d)+(a+kd)=
i _ 2ak +k(k —1)d +2a+ 2kd _

_i2ark=hd kg
2 2
2
_ 2a(k +1)+ (k“ +k)d _ 2a(k +1) + (k +1)kd ~ (k+1) 2a-+kd
2 2 2
Dessutom har vi
Hk+1) = (K+1) 2a+(k;1—1)d _(k+1) 2aJ2rkd

d.vs. V(k) = H(k) = V(k + 1) = H(k + 1)

STEG 3: Enligt steg 1 galler pastdendet for n = 1. D4 galler det enligt steg 2 dven for
n=1+1=2.Men da giller det d&ven f6r n =2 + 1 =3 o.s.v. Via matematisk induktion har vi alltsa att
pastaendet géller for allan € Z*, v.s.v.



Exempel 31

Vi skall visa via induktion att sambandet (1+x)" >1+nx géller for allan € Z* och x> -1.

Bevis:

I. Forn=1farviVL= (1+x)' =1+x=HL
Alltsa har vi VL > HLfor n=1.

I. Antag att sambandet galler for n=p>1,d.v.s. (1+x)" 21+px
Studera nu fallet n=p+1.
Vi far da: (1+x)"" =1 +x)" -(1+x)

>(1+px)(1+x) (enligt antagandet och eftersom x >-1)

=1+x+px+px’

=1+(p+x+px’
Men 1+ (p+1)x+px®>>1+(p+1)x eftersom p &r ett positivt heltal och x? > 0.
Séledes giller (1+x)"" >1+(p+1)x d.v.s. sambandet giller fér n=p+1 om det

géller for n=p .

III. Vi har visat att pastdendet galler for n =1. Enl. II géller pastdendet d& for n=1+1=2,
och dé géller det for n=2+1=3 o.s.v.

Via matematisk induktion galler saledes om x>-1 att(1+x)" >1+nx for allan € Z*, v.s.v.



