TNAO001 - FO 2 Kap 1.3, 1.4 (t.0.m. sid. 26)

1.3 Ekvationer, koordinatsystem och rita linjer, cirkelns ekvation
(Anm: Eventuellt tas cirkelns ekvation upp pa lektionstid)

a) Ekvationslosning
Exempel 6
Los fullstandigt, med angivande av ekvivalens- och/eller implikationspilar, féljande

ekvationer. Kontrollera resultatet.

a)2x —8=5—-3x b) x3 = x?



b) Rita linjer, normal till rét linje.

Inledning

1. Vad menas med ekvationen for en rét linje?

2. Hur kan man skriva ekvationen for en rat linje (olika satt)?

3. I vissa fall kan ekvationen for en rét linje skrivas y = y,. Vad innebar det?
4. 1 vissa fall kan ekvationen for en rét linje skrivas x = x,. Vad innebar det?



Exempel 7

a) Bestdm en ekvation f6r den réta linje som gér genom punkterna (-2,7) och(1,1).
b) Undersok om punkterna (-1,5) och (50,-103) ligger pa linjen.

) Bestam linjens skédrningspunkter med koordinataxlarna.

d) Bestdm en ekvation till normalen till linjen i punkten (1,1).







1.4 Mer om ekvationer m.m.
a) Kvadratrotter
Kvadratroten ur ett reellt tal 2 >0, Ja , definieras som det ickenegativa reella tal vars kvadrat ar lika med 4, d.v.s.
x=vJaex>=ax>0.
Alltsa ar

V49 =7 ty 72 =49 ochdir 720
och
2
1i:§ty (Ej =E-E=§=12 ochdéirEZO.
16 4 4 4 4 16 16 4

Om vi nu vill 16sa andragradsekvationen x* =a, dir a > 0, kan vi skriva om detta med hjilp av
konjugatregeln:
=go-1=02-(Ji)r=0c
(x—\/E) (x+JE) =0
och vi har tva fall, vilket ger tva rotter
e Falll: x-Vu=0< X =Ja
e Fall2: x+Ju=0< x, =—Ja
Vi sammanfattar detta:
Ekvationen x* =a, dar a >0, har de bada rotterna x; = Ja och X, = —Va
Anm 1. Man skriver ofta detta som x, , = +Ja
Anm 2. Om a = 0 sammanfaller de bdda rotterna till en s.k. dubbelrot x,, =0

Anm 3. Om a <0 saknas reella rotterd. v.s. xe .

Exempelvis har vi
*=49x*-49=0s (x—V49)(x +V49) =0 ® x = Va9ellerx = —V49 & x = 7 eller x = —7

och

x=7ex*-7=0 (x—-V7)(x+V7) =0 x =VT7ellerx = —7
Anm: Ekvationen x? = —49 har inga reella rétter, ty x* > 0 {or alla reella tal x. Om vi vill 16sa ekvationen far vi
komplexa rotter genom att vi arbetar pa foljande satt, dar i ar den imagindra enheten med i* = —1

X*=-49x*+49=0x>-i’49=0(x—i-Nx+i-7) =0 x=7Tiellerx = —7i



b)

Kvadratkomplettering och andragradsekvationer

Ett andragradspolynom pa formen ax? + bx 4+ ¢ maste i manga fall kunna uttryckas som en summa eller en
differens av tva kvadrater. Metoden kallas kvadratkomplettering och man anvander d& nadgon av
kvadreringsreglerna fOr att komplettera x* - och x-termerna med ett tal sa att en kvadrat erhalls. Metoden
demonstreras via ndgra exempel.

Exempel 8
Kvadratkomplettera uttrycken
a) x> +6x+7 b) 2x2—§—i C) —x*+7x-13

Anmirkning;
Uttrycketia) ar >-2. Varfor? Det minsta vardet antas da x = —3. Varfor?

Uttrycketib) ar > - % . Varfor? For vilket varde pa x antas detta minsta varde?






Andragradsekvationer, ekvationer med rationella uttryck, rotekvationer.

Exempel 9

Los ekvationerna

a) (x—3)(x+1)=0 b) (2x+5)(1-3x)=0 C) x* -2x-3=0
2x+7 1 1 1

d) 3x* +4x=3 e) ——=2 f)—— >=0
x+2 x X x-x

g) Vx — 3 = 5 — x (exempel pa en “rotekvation”)
h) Ibland maste man kvadrera en rotekvation flera ganger! Ge exempel pa ett sadant fall.

Losning:
a)

x—-3)x+1)=0=x—-3=0ellerx+1=0=x=3ellerx=-1
Svar: x = 3ellerx = -1

b)
2x+5)(1-3x)=0=2x+5=0eller1—3x=0 < 2x =—-5eller —3x=-1
5 1
<=>x=—§ ellerx=§
5 1
Svar:x = — —ellerx =—
2 3

<)

x? — 2x — 3 = 0 & [kvadratkomplettera]
x-1)?-(1)?*-3=0&

(x — 1)? — 4 = 0 & [konjugatregeln]
(c-D-2)(x-D+2)=0e&
x-3)x+1)=0s
x—3=0ellerx+1=0&

x =3ellerx =-1

Alternativt skriver vi 16sningen
x? — 2x — 3 = 0 & [kvadratkomplettera]
x-1)?-(1)?*-3=0&
x-1)?-4=0
x-1)?=4
x—1=+dellerx—1=-V/4e

x =3ellerx =-1
Svar: x = 3ellerx = —1

d)
3’ +4x =3

4
x? + 3%~ 1 = 0 & [kvadratkomplettera]



(o4} - =0

2 13
(x + _> -5 = 0 < [konjugatregeln]

(+> (+>+13—0
*T3)7 9 I \F T3 9 |7°

+ 2 13 2+ 13 —0
*T\37 o | \* 37 9 )T
2, 13, 2 |13
= —_—— e [ —
x 3 5 eller x 3 5

-2 ++/13 -2 —+/13
szellersz

Alternativ 16sningsgang
3x2+4x =3
4
x? + 3%~ 1 = 0 & [kvadratkomplettera]

2 2

(- 1m0

3 9
2\ 13
(x+3) =5 =
x+z=+E<=>
3 — 3
2 Vi3 2 Vi3
x=—§+Tellerx=—§—T
Svar:x=—§+?ellerx=—(§+?)

e) Ekvationer med rationella uttryck.

Haér ar idén att multiplicera ekvationen (d.v.s. alla dess termer) med minsta gemensamma namnare (MGN) och
pa sa sitt t.ex. fa en polynomekvation (se FO 3). Det &r lampligt att frdn birjan undersdka ekvationens
definitionsomrade Dy, sa att vi, da vi 16st polynomekvationen (motsvarande), kan avsldja eventuella falska
rotter.

Vihar Dy, = {x € Rix # —2,x # 0}. Alltsa

2x+7 1
e 2 ochx € Dy, < [Multiplicera ekvationen med MGN = x(x + 2)]

x2x+7)—(x+2) =2x(x+2)ochx € Doy & 2x2+7x —x — 2 = 2x% + 4x och x € Dy, &

2x =2ochx € Dy, &
x=1
Eftersom x = 1 € Dy, sa ar ekvationens losning x = 1.

Svar:x =1



f) Vihar Doy, = {x € R:ix # 1,x # 0}. Alltsa

1
;—x_x2=000hx€Dekv<:>
1 1
;—mZOOCthDekv@

[Multiplicera ekvationen med MGN = x(1 — x)]
1—-x—1=0o0chx €Dy, &
x = 0 ochx € Dgyy

Den sista raden (villkoret), innebér att bdde x = 0 och x € Dy, skall vara uppfyllda. Detta géller dock inte for
nagot x € R. Vi har ndmligen att x = 0 & Dy, . Vi sdger att x = 0 dr en s.k. falsk rot, vilket alltsa innebér att den

givna ekvationen saknar l6sning,.

Svar: Ekvationen saknar 16sning.

g) Rotekvation (den sokta variabeln, t.ex. x, forekommer under ett eller flera rottecken i ekvationen)

Har ar idén att kvadrera, ev. flera ganger, sa att vi far en ekvation som saknar kvadratrotter. Om vi i ekvationen i
Ex 9g), se nedan, kvadrerar bada leden fér vi villkoret x — 3 = (5 — x)2. Men vi fir precis samma villkor om vi
kvadrerar ekvationen Vx — 3 = —(5 — x). Det betyder att det vid kvadreringen kan uppsta falska rotter, darav
implikationen i forsta steget i 16sningen till Ex 9g) nedan.

Ett annat enkelt exempel belyser att vi vid kvadreringen kan fa falska rotter:

Anta att vi har villkoret (ekvationen) x = —3. Om vi kvadrerar far vi det nya villkoret (nya ekvationen) x* = 9,
som har losningarna x = 3 eller x = —3. Hér ar alltsa x = 3 en falsk I9sning till den ursprungliga ekvationen
(villkoret) x = —3. Vi har alltsa
x=-3 = x*=9
(OBS!Inte ekvivalens!)
medan
) =9 x=-3ellerx =3
9g) Losning

Vx —3 =5 — x = [kvadrera]

[OBS! Implikation — INTE ekvivalens]
x—-3=056-x?2e
x—3=25-10x+x! =
x%? — 11x + 28 = 0 © [kvadratkomplettera]

( 11)2 121 112

o) == 0
T3 s T2
( 11)2 9 e
XT) 74T
1n_ 9
YT T,
_1 313
X—Z = eerx—z 2—



Eftersom vi har ekvivalenser 6verallt ovan UTOM mellan forsta och andra raden, kan falska rotter (I6sningar) ha
uppstdtt. Det innebdr att vi har maste vi prova losningarna i den ursprungliga ekvationen.

Med x = 7 far vi {\I-IIL[‘, - 5" 7 ; 3_= g, d.v.s. VL # HL for x = 7. Alltsa ar x = 7 INTE 16sning.

Med x = 4 far vi {fo—v; 7L dvis VL = HL forx = 4. Alltsé ér x = 4 Isning.

Svar: Ekvationen har (den enda) 16sningen x = 4.

Alternativt resonemang till Ex 9g.
Vi soker forst Deyy, d.v.s. den méngd av reella tal for vilka alla termer i ekvationen samtidigt ar definierade. Vi
kan t.ex. resonera sa har:
¢ VL i den ursprungliga ekvationen dr definierad ® x —3 >0 & x = 3.
e Eftersom VL > 0 sa maste HL vara > 0, vilket innebar att5 —x > 0 & x < 5.
Alltsa maste eventuella 16sningar till ekvationen uppfylla bada dessa villkor. Alltsa har vi

Deyy = [3,0[ N]—00,5] = [3,5].

Losningen till ekvationen kan nu skrivas (observera ekvivalensen mellan det forsta och det andra villkoret)

Vvx—3=5—-xochx€ [3,5] &
x—3=(5—-—x)?>ochx € [3,5] &

x—3=25-10x+x%?ochx € [3,5] &
x?—11x+28=0o0chx € [3,5]

( 11)2 121+112_0 hxe [3.5] o
X > 7 7 och x ,

( 11)2 9—0 hx € [3,5] &
x > 1= och x ,

11—+9 hx € [3,5] & —11 3—4
x 2—_4ocx , x—z > =

Anm 1: Denna alternativa metod kan i det allméanna fallet eventuellt bli komplicerad om det t.ex. dr svart att
finna Dy, -
Anm 2: Observera att den falska l6sningen x = 7 “bortsorteras” i 1osningens sista steg.

Svar: Ekvationen har 16sningen x = 4.

h) T.ex. behover ekvationen vx + 1 — vx — 2 = 1 kvadreras tva ganger eftersom det vid den forsta kvadreringen
uppkommer en dubbel produkt med kvadratrotter.

Efter forsta kvadreringen far vi
x+1D)—-2vx+1-vx—-2+(x-2)=1
Skriv om denna ekvation:

2x —2=2Vx+1-vVx—2



som dr ekvivalent med (dividera med 2 # 0)
x—1=vx+1-vx—2
Kvadrera igen:
x> =2x+1=(x+1Dkx-2)
etc.
Los ekvationen fullstindigt med angivande av implikationer och ekvivalenser. (Ekvationen har 16sningen x = 3.)



¢) Avstind mellan punkter.

Avstandet d mellan tva punkter P, =(x,,y,) och P, =(x,,y,)1 ett ortonormerat koordinatsystem ges av

d:\/(xz —x1)2+(y2 _yl)z

Geometriskt bevis:

Exempel 10
Bestdm avstandet mellan punkterna (1,-3) och (-2,-5).

d) Cirkelns ekvation

En cirkel med medelpunkt i punkten (a,b) och vars radie &r r har ekvationen
(x=af +(y-bf =r*

Anm: Koordinatsystemet maste vara ortonormerat.

Sambandet foljer direkt ur avstandsformeln ovan (se fig. 1.9 i FN).



Exempel 11

a) Bestam ekvationen for en enhetscirkel med origo som medelpunkt.

b) Bestdm en ekvation for en cirkel vars medelpunkt &r (1,-2) och vars radie ar 3.

c) Bestam medelpunkt och radie for den cirkel som har ekvationen x? + y* + 6y + 5 = 0.



