TNAO001- Matematisk grundkurs
Tentamen 2016-01-04 - Losningsskiss

1. a) Uttrycket ar definierat < Xl e gor teckenschema x € ]—oo, —2[ U [l, oo[
xX+2 2

Svar: x € |-, —2[ U E,oo[
b) Definition for —1 < x — 2 < 1 och —1 < 3x + 7 < 1, dar den forsta olikheten galler om 1 < x < 3 och
denandraom2 <x < g. Vi soker snittméngden av dessa intervall och far x € [2, g]
Svar: x € [Z,E]
3

2a) Ekvationens termer ar definierade & x € ]2,00[ N ]1,00[ = ]1, o[
Alltsé skall vi 16sa ekvationen under forutsattningen att x > 2. Vi far

In(x—2)+In(x—1)=2In3,x>2 < In((x —2)(x — 1)) =In9,x > 2 & [ty — funktionen dr omvindbar]

3 37 3 V37
(x—2)(x—1)=9,x>2(:)x2—3x—7=0,x>2(:)xzziT,x>2(:>x=E+T
ty%—‘/%_7<§—§<20ch§+‘%_7>§+§>2.
Svar:x=3+‘/i_7
2 2
b)

x+1D)¥z2x+1le@x+1)P-Gx+D20ex+D((x+1D)?-1D=20e
(x+1D(x2+2x) >0 = x(x + 1)(x + 2) = 0 © [teckenschema] & x € [-2,—1] U [0, o[
Svar: x € [-2,—1] U [0, o0[

3. a) Eftersom planet dr ortogonalt mot den givna linjen ar planets normal lika med linjens riktning, d.v.s.
2
viharn = (1) Eftersom punkten (—1,0,2) ligger i planet ger oss punkt-normalformen for planets

1
20— (1) +1(y—-0)+1(z—-2)=0=2x+y+2z=0

Svar: Planets ekvation pa normalform &r 2x +y + z = 0.

x 2
b) Vi har linjens ekvation: (y) =t <1> ,t € R och ritar en skiss for speglingen.
z 1

P=(12-3)

0 = (0,0,0)




observerar att origo ligger pa linjen och soker koordinaterna for punkten S. Vi behdver da den riktade
strackan
0S=u-2u,, =u—2(u-—uy)=2uy—u,

1
dér vi har u = OP = <1>
1
Av projektionsformeln far vi

och darmed
oS=—-(1]—-| 2 |==(1)—=| 6 |==|-5
6 1 -3 3 1 3 -9 3 10

S—( 1 510)
“\ 3" 33/

vilket ger oss

Svar: Den ortogonala projektionen av punkten P pa linjen dr punkten (— i, - g,?).

4.
36
((1 —iV3)- (Zei%)z) = (2e‘i§ : 4ei§)36 = (23)% - (e-igﬂg)% -
— 9108, (ei%)36 — 2108 yibm _ 5108
=T
a) Svar: 2108

b) Villkoret |z — 2| < 2 innebér att z ligger pa cirkelskivan med radie 2 och medelpunkti (2,0), d.v.s.
z = x + iy, dir x = Rez och y = Im z, uppfyller villkoret
(x—2)2+y?<4.
Om vi hér satter in villkoret arg & = 0 (stralen = 0), som vi kan skriva som linjen y = 0, sa far vix = 0
eller x = 4. d.v.s. stralen 6 = 0 skar cirkelns rand i origo och i punkten (4,0).
P.s.s. om vi later arg 6 = % (strélen 6 = %), som vi kan skriva som linjen y = \/% , sa far vi villkoret for

skdrningspunkternas x-koordinater
2

x
(x—2)2+?=4<=)---<=)x= 0eller x = 3
som ger oss skirningspunkterna (0,0) respektive (3,v3).

Svar: Det sokta omradet dr skuggat i figuren. De eftersokta skarningspunkterna ar
s

(0,0) — bada stralarna, (4,0) — stralen 8 = 0 och (3,\/5) —stralen 6 = —

Py

5.a)
T ] _ Ty T
cos(3x—g)—sm3x—0(:)cos(3x—g)—cos(z 3x)<:>
3 Tz 3x+ 2 ller 3 T_ 7r+3 +2
X =3 X n eller 3x c= "3 X nmw

Har saknar det sista villkoret 16sning i x, medan det forsta villkoret géller for
T s
=—+4n-—
ECHEE

Svar:x=%+n-g,nEZ.



b) f(x) = \/arctan(2x — 1) &r definieratom 2x — 1> 0 & x > b ! vilket innebér att fx) e [0 \/T

For att finna en eventuell invers 16ser vi ut x ur

1 1 T
y = /arctan(2x — 1), x ZE@yz = arctan(2x — 1) ,x ZE ,V E [0,\/;[@

T 1+tany
2x —1=tany?,y € |0, S|

Svar: f invers med f~1(x) = 1+tan x? [0 \/*[

6. a)

Z(4k + 6) = 20 000 < [aritmetisk summal]
k=1

n(10 + 4n + 6)

> > 20000 < 8n + 2n? > 20000 & n? +4n— 10000 > 0 &

(n+2)?—100042 0 = ((n+2) —VI0004) (n +2) + V10 004) 2 0 &
(n—(-2++10004)(n — (-2 —v10004)) > 0 < [OBS!n > 0]
n>-2+v10004 > -2+ 100 = 98
Eftersom n ar ett positivt heltal géller olikheten om n > 99
Svar: Minsta positiva heltalet for vilket olikheten géller 4r n = 99.

b) Binomialutveckling ger

20 20
1 20 20n /1 20—k 207 /1 20—k
Z_ 43 = _ (a3 — - (YK . 3k —
(x x) _z(k)<x> (=x%) _Z(k)<x> (D%
k=0 k=0
20 20
20V . 4Nk k—20+3k_z 20\ ., 4Nk . 4k-20
Z(k)(n x = (%) vk x
k=0 k=0
Den konstanta termen fas da 4k — 20 = 0 & k = 5, vilket ger oss den konstanta termen
20 20! 20-19-18-17-16

Svar: —15 504

7. Vi later forst n = 1. Vi far da
1
VL(1) = Z 3(1 — th)? = 3(1 — 1)?
k=1

medan

HL(1) =16-13+12-12 -1 =27
Alltsé maste t uppfylla villkoret

3(1—-t)? =27 t=4ellert = -2

Forn = 2 far vi
HL(Z)=16-23+12-22—2=128+48—2=174

Omnut=-2farvimedn =2



2
VL(2) = Z 3(14+2k)* =3(1+2)>+3(1+4)*=27+75=102 # 174 = HL(2)
k=1
Alltsé galler inte sambandet for allan € Z* om t = —2.

Om t =4 far vimed n = 2:
2
VL(2) = Z 3(1 —4k)>=3(1—-4-1)2+3(1—4-2)2 =27+ 147 = 174 = HL(2)
k=1

Alltsé géller sambandet forn = 1ochn =2 omt = 4.
Vi visar nu med induktion att sambandet galler for alla n € Z* om t = 4.

Steg I: Vi vet enligt ovan att sambandet géller for n = 1 (ochn = 2).
Steg II: Antag att sambandet géller for ett godtyckligt fixt p € Z*, d.v.s. vi antar att
P
VL(p) = Z 3(1 — 4k)2 = 16p® + 12p% — p = HL(p)

k=1
Detta medfor att

p
Z 3(1 - 4k)2> + 3 (1 —4(p + 1))? = [enligt antagandet] =

k=1 =3(—3-4p)?

p+1
VL(p+1) = ) 3(1—4k)? = (

= 16p3 + 12p% — p + 3(—3 — 4p)? = 16p> + 12p? — p + 27 + 72p + 48p? = 16p3 + 60p% + 71p + 27

Vi har ocksa

HLp+1D =16(p+1)*+12(p+1)? - (p+ 1) =16(p>*+3p?> +3p+ 1)+ 12(p*+2p+1) —p—-1=
= 16p3 + 60p? + 71p + 27

Dérmed har vi visat att om VL(p) = HL(p) sa géller det att VL(p + 1) = HL(p + 1)

Steg III
Pastaendet géller enligt Steg I for n = 1. Enligt Steg Il galler det da dven for n = 1 + 1 = 2. Da géller det
aven for n = 2 + 1 = 3 o.s.v. Via matematisk induktion géller pastaendet for allan € Z* om t = 4 v.s.v.

Svar: Sambandet géller for allan € Z* om t = 4.



