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l.a) x3—3x2 < 13x — 15 © x3 — 3x?2 — 13x + 15 < 0 & [bestidm nollstillen och faktorisera] &
(x — 1)(x —5)(x + 3) < 0 © [teckenstudium] & x € |—o,—3] U [1,5]

Svar: x € |]—o0, —3] U [1,5]

arctan(x—1)

b) Uttrycket &r definierat <
x+2

Svar: x € |—oco0, —2[ U [1, 00[

> 0 < [gor teckenstudium] < x € ]—o0, —=2[ U [1, o[

2a)
T T T T
sin(2x +§) —cos2x=0< sin(2x+§) = cos2x & sin(2x+§) = sin(z— Zx) =
2 i 2 2m eller 2 - z 2 2
X+§—E— x + n2m eller X+§—T[—(E— X)+TL s
Har saknar det andra villkoret 16sningar i x sa ekvationen ar ekvivalent med villkoret
T s T 4
2x+§=z—2x+n2n(:)4x=g+n2n@x=ﬁ+n5

T T
Svar.x =—+n-,n€’Z
24 2

2b) Ekvationens termer &r definierade < x2 —9 > 0ochx+ 5> 0 < x € |-5,—3[ U |3, 00[ = Dgyy
Alltsa skall vi 16sa ekvationen under forutsattningen att x € Dgy,. Vi far

In(x2—=9)—In(x+5)=In7,x € Dggy & In(x2—=9) =In(x + 5) +In7,x € Dy &
In(x2 —9) =In7(x + 5),x € Doy © In(x? — 9) = In(7x + 35),x € Dy, & [ty In — funktionen dr omindbar]
x2 —9 =7x+ 35,x € Dy, < [l6s andragradsekvationen] < x = —4 ellerx = 11,x € Dy, &

x = —4ellerx =11
Svar: x = —4 ellerx = 11.

3. a) Vi sétter in linjens ekvation i planets och far villkoret
4
(2+t)+(1—2t)+(1—2t):0(:>t:§,
. . 1es . . 4 4 4 10 5 5
som insatt i linjens ekvation ger skarningspunkten (2 +51-2-5,1-2 '§) = (?, -3 5)'
Kontroll visar att denna punkt ligger i planet.

Svar: Skarningspunkten =(?, - E)

3 3

b) Vi konstaterar att origo, O, ligger i det givna planet, och ritar en figur (skiss) dér vi har planets normal

f)

Uy,




Vi soker Q: s koordinater och sOker darfor ortsvektorn w

1
Omviléteruzm’):( 1 )férvi
1

1 1
- 1 <1>'<1>1 1\ 1/1\ 1/2
0Q =u,, = u—uy, = [projektionsformeln] =< 1 )—%(1) = < 1 >—§<1> =§< 2 )

-1

=G

Svar: Den ortogonala projektionen av punkten P pa planet dr Q = G,g, - %)

Alltsa har vi

2T

4.a) z = —1 + iv/3 = [Rita figur och bestam |z| och argz] = 2e¢

3

2
Svar: |z| = 2 och argz = ?n

b)
2m\ 17 2\ 17 34 . 4
(-1+ i\/§)17 = (ZelTn) =217. (el?n> = 2175 = 217,i(10mg) -
Am 4 A 1 3
=21¢"3 =217 (cos? + isin?> =2 (_E - i7) = —216 _j.216\/3

Svar: —216 — - 2164/3

¢) Latz = x + iy. Vi far
lz—1l=|z-2le|x+iy—1l=|x+iy-2i=e|x-D+iyl=x+i(y—-2)| &

e Jx-1)2+y2=/x2+(y-22=x>-2x+1+y?=x+y? —4y+4

x 3
4:)—2x+1:—4y+4=>y=§+1

Alltsé géller sambandet for allaz = x + iy med y = g + %. I
komplexa talplanet motsvarar detta alla z som ligger pa linjen 2
y= g + % (se figur, ddr vi ocksa uppmaéarksammar att villkoret
innebér att vi soker alla z som i komplexa talplanet ligger lika /
langt fran punkterna (0,1) och (2,0)). / SR L ; T Rez

Svar: Alla z som ligger pa linjen y = ;—C + Z (se figur).

5.a) Y?_, 3% = [geometrisk summa med kvot = 3 och antal termer = n] = ElCia 3(3" - 1).

3-1
Svar: % 3"-1)

b) ¥:22,(200 — 3k) = [aritmetisk summa] = ?((200 —3-1) + (200 — 3-50)) = 6175
Svar: 6175

<)

n
n
Z(ZOO — 3k) < 0 & [aritmetisk summa] & E((ZOO -3:1)+(00-3:n)) <0
k=1
n(197 + 200 — 3n) 397n  3n?
<0

5 <0 5 —TSO@n(397—3n)SO(:>[n>O]




397 1
397—3n£0(:>n27=132+§

Alltsd ar summan < 0 for alla heltal n > 133.
Svar: n > 133.

A
6. Plan I har normal (B) Da skall det gélla att normalen ar ortogonal mot planets bada riktningsvektorer.
C

Vi har alltsa villkoren

() _01 =0 A=2t
i(c) (2) @(—1 0 2|0) (—1 0 2|o -

a\ (2 2 1 -1/ T\ 1 30)@302—_?
L Bl-(1]=0 =
C -1
Alltsa ar n = | —3 | en normal till plan I, och eftersom plan II har samma normal, innebér det att planen &r

1
parallella, v.s.v.

b) Viritar en figur dar vi markerar en punkt (1,2,2) i plan I och en punkt (5,0,0) i plan II och later

—4
uzpopzﬁ—m%:(z).

2

1

2
u P =(1,2,2)
Ujn

PO = (5;01 ) P

L
Uyp

Av figuren har vi att avstdnden mellan planen ges av

<_4> ( 2 >
2 |-{-3
2 2
. i u-n 2 1 6 6
|uyn| = [projektionsformeln] = —2n| = —(—3) = ——(—3) =-V14
[n] 14 1 7 1 7

Svar: Avstandet mellan planen &r gx/ﬁ lLe.

7.

LForn=1harviVL(1) =x'=xochHL(1) =a;x+a;=1-x+0=x
Alltsa géller formeln for n = 1.

Forn=2harviVL(2) =x?=x+1ochHL2)=ax+a; =1'x+1=x+1
Alltsa géller formeln f6r n = 2.

II. Vi antar att formeln géller for n = p, p godtyckligt, p € Z*,p > 2, d.v.s. vi antar att

VL(p) = x” = ayx + a5, = HL(p)
Detta medfor att
VL(p + 1) = xP** = x - xP = [enligt antagandet] = x(a,x + a,_4) = apx® + a,_1x = [tyx? =x + 1] =

=ap(x+1) +ap1x=apx+a,+a, 1x=(a,+a,_1)x+a, =a,11X +aps1)-1 = HL(p + 1)
N
=ap+1

Vi har alltsé visat att om formeln géller for n = p sa géller den forn = p + 1.

III. Att formeln géller for alla n € Z* f6ljer nu av induktionsprincipen.



Anm 1: Ekvationen x? = x + 1 har 18sningarna ¢, = 1+TJ§ eller p_ = 1_2—‘/3 (jfr. ”Gyllene snittet”)
Med hjalp av formeln i var uppgift kan man visa att a,, = \/ig (@)™ = (p_)™) genom att ersdtta x med
@, och ¢_ pa foljande sitt:

A ()" = anpy + ayy
B: (¢ )" = anp_ +an_4

n " 3 ()" = ()" ()" — ()"
()" — (@) = an(py — ) © ap = P =

ty observera att ¢, — ¢_ = 1+2‘/§ - 1_7\/3 = /5.

Ledvis subtraktion ger

Formeln
1
a, = ﬁ((%) = ()™M

brukar kallas Binets formel, som alltsa aven kan skrivas
1 ({1+5\" [(1-+VB\"
m=E\\T2 ) T\ T2

Anm 2: Ekvationen x? = x + 1 utgor villkoret pa x om vi delar en stracka med ldngden x + 1 i tva delar

med liangderna x respektive 1 och sa att > = Ay
1 x

Anm 2: Talen i den angivna talféljden ar de s.k. Fibonaccitalen och vi ser ovan att dessa dr kopplade till

an+1
an

det gyllene snittet pa sa satt att kvoten konvergerar mot 1+T\/§ ~ 1.618 for stora n (da n — o).



