TNAO0O1- Matematisk grundkurs
Tentamen 2019-01-07 - Losningsskiss

1.a) Provning ger att x = 2 &r en 16sning till ekvationen. Faktorsatsen ger da att x — 2 &r en faktor till
polynomet i véanstra ledet i ekvationen.
Polynomdivision ger

x34+2x2—-5x—6
x— 2

=x%24+4x+3

vilket ger ekvationen (x — 2)(x* + 4x + 3) = 0.

Nollprodukt gerdd x* + 4x +3 =0 ... x = —3,x = —1.

Svar:x = -3, x=-1,x =2
b) Vi far
5¢x+6 _ 5x +6 ) 5x + 6 — x(x? + 2x)
>x‘+2x e ——(x“+2x) =20 >0
x x x
x3+2x2-5x—6
= < 0 &//Teckenschema//< x € [-3,—1] U0, 2].

x
Svar: x € [-3,—-1] U ]0, 2]

2.a) Vi far
cos (3x + g) = sin (Zx - g) & cos (3x + g) = cos (g - (Zx — g))

T 5 m 5w T 5t
@cos(3x+g)=cos(?—2x)4:)3x+—=——2x+n-2ﬂeller3x+g=—(——2x)+n-27r

6 6 6
2 2 2m
& 5x =?+n-2nellerx = —n+n-2n®x=ﬁ+n-? ellerx = —mw + n-2m.
Svar: x =i—§+n-2?n ellerx =—-—n+n-2n,nez
b) Vi far tanv = % S % = %Vilket ger cos v = 2 sinv. Trigonometriska ettan cos® v + sin® v = 1 ger da
4sin? v + sin?v = 1 © 5sinfv =1 © sinv = i% SOm ger cos v = i%. Lintervallet < v < 37” fas da
1 2
. _ 1 _ 2 __sin2v _ 2sinvcosv __ 2(_E)(_ﬁ) _ 4
siny = — - och cosv = — 7 Dettager tan2v = == = ————— = (_i)z_(_i)z =3
8 Vs

Svar: tan 2v = g
c) Eulers formler ger

ix —ix\ 3
COS3x _ <e '|'2€ ) — %(631:)( + 3ezixe—ix + 3eixe—2ix + e—3i7€)

= ! 3 x4 3p-ix 4 g3ix 4 —3ix) _ 1/3e*+3e~ + e3ix 4 p—3ix
= 8 e e e e — Z ; '

3 cosx + cos3x

1
=Z(3cosx+cos3x) = V.S.V.



1 1-i 1+2i

L 1 _ _ _ L _ i . _ L _ z —
3.a) Vifar z = 1+i + 120 (A+)(-0) + a-2i(1+20) " 10 10 L Som ger 2| = (10) + ( 10) -

Svar: |z]| = =

=

.\ 20 207, . .
b) Vi far (\/E — i\/f)zo = (Ze_zl) = 220,73t = 20,=57i — 20— — 220((:05(_7.[) + iSil’l(-T[))
= 220(—1+0) = —22°.

Svar: (VZ — iv2)" = =22

¢) Vi far Re (= — =) = Re (=~ 22 ) = Re (“5-5%) = Re(501) =0 VSV,

a+bi  a—bi (a+bi)(a—bi)  (a—bi)(a+bi) a?+b?

4.a) Viritar en figur.
Vi soker det kortaste avstandet fran P till L. Detta ges av |u_,|. Se figur.

u,y

| -
v
Py Uy

2 1 1
Vi bildar en vektor fran linjen till punkten och far u = P,P = (—1) - ( 0 ) = <— 1).

2 -1
Vi far, med linjens riktningsvektor v,

e (-2 0

som ger avstandet |uy,| = 2v2 Le.

b) P:s spegelbild, S, i planet sdkes. Vi ritar en figur.

Ujn

S

1 4 -3
Vi bildar en vektor fran planet till punkten P och far u = PP = (—1) - (0) = (— 1).
2 0 2

Vektoraddition ger

il



och vi far ortsvektorn

vilket ger spegelpunkten S = (l --, —).

37 3’3
Svar: Spegelpunkten &r G, -1 3).

3’3

5.a) Egenskaperna hos In-funktionen ger att Dy = ]2, 00[ och V; = R.

Vifarddy =3+In(x—2)ey-3=In(x—2) ©@x—2=¢eY"2 o x =2+ Y3 (entydigt) ger med
variabelbyte f ™' (x) = 2 + e** med D;-1 = V; = Roch V-1 = Dy = ]2, 00].

Svar: Inversen ar f~'(x) = 2 + e*7®> med Dy-1 = R och V-1 = ]2, o],

b) Vi far fran definitionen av absolutbelopp

Lirx <=2

—x-22x(—x+1)ex?-2x-220=(x—-1)>-1-2=0
e @-12-(3) 206 (x-(1-V3))(x-(1+V3)) 20
& [teckenstudium] @xe]—oo,l—\/g]u[1+\/§,°0[

Vilket i intervallet ger L; = (]—00, 1- \/§] U [1 + \/§,00D N]—o0,—2] = ]—0, —2].
Li—2<x<1

x+22x(—x+1)ex*+2>20=x€R
Vilket i intervallet ger L, = Rn [-2,1] = [-2,1].
I:x>1

x+22x(x—1)ox*-2x-2<0e(x-1)?2-1-2<0
e @-12-(3) ' s0e (x-(1-V3))(x-(1+V3)) <0
& [teckenstudium] & x € [1—\/§,l+\/§]

Vilket i intervallet ger Ly = [1 —v3,1+v3] n[1,00[ = [1,1 +V3].
Lsningsméangden till olikheten blir d& L = L, U L, U L = |—o0,1 + V3].

Svar: Losningsméngden till olikheten &r x € |—o0, 1 + V3].



6.a) Om talféljdens kvot = g, sa ger oss de givna villkoren

a, =a;q* =8 a,q°> =8
— 7-1 = 6 —_1°
a; = a.q =1 a,q° =1
Ledvis division ger
aq® 1 , 1 31 1
;=59 =g94q9= |5=5
a.q 8 8 8 2
som ger
1 3
a, (E) =8 & q, = 64.

Alltsa har vi

10-1 46
Somgera10=64-(%) =2 -2

1

n-1
Svar: En formel for talf6ljden ar a,, = 64 - (E) ,n=123,..0ocha= %.

b) Funktionernas egenskaper ger att x € ]O, %[ For dessa varden pa x fas

sin(arccos 3x)

arctan 2x = arccos 3x < tan(arctan 2x) = tan(arccos3x) & 2x = ————
cos(arccos 3x)

sin(arccos 3x) ) . . P
S2x=—T-—"""6& [cos v+sin‘v=1<sinv=+ 1—c032v]

3x
1 — cos?(arccos 3x V1 —9x2
<:>2x=\/ 3(x )4:)2x:73x & 6x2 =+/1—9x2

=36xt=1-9x? =2 36x*+9x2—-1=0

3
S e x=—r (den negativa roten ar ej en 16sning).

V3
Svar: x = -



7. Induktionsbevis ger
Steg 1: Forn = 1 fas

VL) =31 22 =2 1 6ch HL(1) =2 — 22 = 1 d.v.s. VL(1) = HL(D).

3k 3t T 4 4317

p k+2 _7 7+2p

Steg 2: Antag att pastaendet ar sant f6r nagot p € Z*, d.v.s. X, Sk =3 230 Vilket ger

_ PpHlk+2  op  k+2 | p+1+2 s _ 7 7+2p |, p+3
VL(p+1) = X421 55 = Xk=15% T 5prr = lenligtantagandet] = - — ="+ =

7 7+2p | p+3 _ 7 21+6p | 4p+12 _ 7 21+6p—4p—-12 _ 7  9+2p _ 7  7+2+42p

4 43P | 3pt1 4 23pt1 ' 430+l g 4301 4 43Pl g4 430+

_ 7 _7+242p 7 7+2(p+1) _
T4 a3ptt g 24.3p+1 HL(p + 1)-

Vi har alltsa visat att om pastaendet ar sant for n = p sa ar det ocksa sant forn = p + 1.

Steg 3: Sambandet géller enligt Steg 1 for n = 1. Enligt Steg 2 géller det dd dvenforn =1+ 1= 2.Da
géller detavenforn=2+1=3ochn=3+1=4o0s.v.

Alltsa galler X, 52 =2 - T2 fsr allan € 2+, V.SV

4 4-3M




