TNAOO1- Matematisk grundkurs
Tentamen 2012-10-20 - Losningsskiss

1. a)

3 3 x2+2x-3 (x—-1)(x+3)
x+22-ox+2——-20———-2>200———-2>0
x x x x

Sedvanligt teckenschema visar att detta ar uppfyllt  x € [-3,0[ U [1, ool.
Svar:x € [-3,0[ U [1,00[.

b) Vi loser ekvationen |x + 3| + x = [x — 2] genom att studera tre fall.

Fall 1: x < —3. Vi far ekvationen: —x — 3+ x = 2 — x & x = 5, som inte tillhér aktuellt intervall.
Fall 2. =3 < x < 2. Vifarekvationen: x +3+x=2—-x & x = —i , som duger, ty x = —%tillht‘)r
intervallet.

Fall 3: x > 2. Vi far ekvationen: x + 3+ x = x — 2 & x = =5, som inte tillhor aktuellt intervall.

1
Svar: x = —3

2. a) Vi sétter in linjens ekvation i planets och far
AQ+t)+3(1+0)-20+t)=7T=t=-3
vilket betyder att punkten (1 — 3,1, —3) = (—2,1, —3) ar skarningspunkten mellan linjen och planet.

Svar: Linjen skar planet i punkten (-2,1,—3)

1 + t=4 + 2s
b) Linjerna skér varandra om systemet 1 1 = —s har entydig l6sning i s och t.
t=2 + s
Via de tva sista ekvationerna har vis = —1, t = 1, som insatt i den forsta ekvationen ger likhet dven dar.
Alltsé skér linjerna varandradad s = —1,t = 1. Visatter in t = 1 i L,:s ekvation och far skarningspunkten
1+111)=(211).

Svar: Linjerna har skarning i punkten (2,1, 1).

3. @) Vi har (trigonometriska ettan)

Cosa—[ty <a<n] —J1-sinfa=- ’ / \/::6 11

Eftersom sin2a = 2sina cosa har vi
5 V11 10\/ 5V11
sin2a=2-=-|—|= —
6 6 36 18

5v11

Vit
Svar: cosa =—T,sm2a =8

b) Vi anvander additionssatsen for sinus och far
Asinx + Bsinx = C sin(x +v) = C(sinxcosv + cosxsinv) = C cosvsinx + Csinvcosx
Vi har d& likhet mellan VL och HL

{Ccosva cosv =

Csinv=RB

YR TN IS

sinv =

Av trigonometriska ettan har vi



2

A\?> (B
coszv+sin2v=1<=>(—) +(—) =1 A2+ B2=(? < C = /4% + B?,

C C
cosv =\/ﬁ
och kan alltsa vélja C = VA% + BZ, och fér villkoren{ AR VERYS
SiNv = ———s
1
. . cosv =~ .
¢) L&t A = 1 och B = —/3 i b) ovan. Vi far ¢ = V1 + 3 = 2, vilket ger ) a3 och vi kan véljav = -3
siny = —
2
Alltsa
sin3x—\/§0053x=O<=>25in(3x—z) —0o3 = e x=—+ne
3 3 9 3

Alternativ 16sning:
. n I I
S|n3x—\/§cos3x=O<=>tan3x=\/§<=>3x=§+nn<=>x=§+n§

Svar:x:§+n§,nez

4.a)Vihar|z,| =V4-2+4-2=4. Alltsa

2 2 11 3m
Z, =—2\/§+i2\/§:4(—\/7_+i\/7_>:4(——+i—) =4e"+

Vi far
12 12
(zy2,)% = (3ei"/3 -4ei¥) = 1212 (eilf—z”) = 1212 pil3m = _ 1212
ey

Svar: —1212

b) Vi har argz, = n/3 och argz, = 3 /4. )
|z| <1 innebar alla z pa cirkelskiva med radie 1 och medelpunkt i origo. De
bada villkoren |z| < 1 och argz, <argz < argz, ger oss da de z som

markerats i figuren. v

5. a) Ekvationens termer &r alla definierade om x € ]1,00[ N ]—2,00[ =11, 0o[ = Dy
Alltsa:
2n(x —1)+In(x+2)=h2,x>1

Nnx-1)?+Inx+2)=h2,x>1

In((x — 1)?(x +2)) =In2,x > 1 & [ty In &r en omvandbar funktion]
x-1)x+2)=2x>1=x3-3x+2=2x>1=x*-3x=0x>1

x(x2-3)=0x>1=x=+3
Anm: x = 0 eller x = —/3 duger inte eftersom dessa varden inte tillndr Dy, .

Svar: x = /3.



b) Vi visar pastdendet med hjalp av induktion.

e Forp=1harviVL(1) =Inx =HL(1)

e Antag att Inx* = k Inx for godtyckligt men fixt k € Z*. Vi skall da visa att detta medfor att
VL(k + 1) = HL(k + 1), d.v.s. vi skall visa att antagandet medfor att Inx*** = (k + 1) Inx.
Antagandet medfor detta, ty

Inx**1 = In(x* - x) = Inx* + Inx = [enligt antagandet] = kInx + Inx = (k + 1) Inx.

e Enligt induktionsprincipen géller det da att Inx? = pInx for allap € Z*, v.s.v.

Anm: Regeln Inx* = a Inx géller fér alla « € R, men hér har vi bara visat den for « = p,p € Z*.

A
6. a) Eftersom planet innehaller bada linjerna later vin = (B) vara en vektor som ar ortogonal mot de
C

1 2
béda givna linjernas riktningsvektorer (O) respektive (—1). D4 skall det galla att
1

[
(93- |

—t
—t
t

a >
T

-1 1
Viharalltsdn =t (—1) och kan (t.ex.) vélja vektorn ( 1 ) som normal till planet. Eftersom punkten
1 -1

(1,1,0) ligger pa linjen L, sa ligger den ocksa i planet, som alltsa har ekvationen
x-D+@y-1)—-z=0=x+y—z=2.

Anm: Punkten (4,0,2) ligger pa L, och skarningspunkten (2,1,1) (se uppgift 2b) ligger pa bada linjerna. En
kontroll visar att bada dessa punkters koordinater satisfierar ekvationenx +y —z = 2.

Vi har P = (3,1,1) ¢ planet. Vi later n
P, = (1,1,0), som ligger i planet, och

) P
bildar vektorn 0" u

o)

Vi skall bestamma punkten Q:s
koordinater och s6ker darfor O_Q)

Av figuren och projektionsformeln har vi

e (o) L)1) 4049

Alltsa har vi punkten Q = (ggg)

Svar: P:s ortogonala projektion i det aktuella planet &r Q = (ggg)



7. Vi har

k
n( & n ia—i"
=Z{e ZJ =>"i¥ = Igeometrisk summa/ =¥.
21 -
Forn=dp-3peZharviit =i= |s,| = |22 = lil =122
L= |2 = 2 = -1 +il =v2< V2

1-i -
i(1+2i-1) _
. | =|-1=1<+2

Forn=4p—-2,p€Ztharvii® = -1=|s,| = =
i(1+iQ) i(1+i)(1+i)
1-i 2

Forn=4p,p € Z* harvii® = 1= |s,| =0 < V2.

Forn=4p—1p€Ztharvii®=—-i=|s,| =

De enda virdena som |s, | kan anta &r alltsd de som beréknats ovan, vilket medfér att |s,| < 2 for alla
n € Z%, v.s.v.

Anm: De aktuella komplexa talen ovan finner man latt” genom att markera dem i ett komplex talplan. Vi
far, i tur och ordning, talens; =i,s, =i—1,s; =i—1—i=—-1resp.s, =i—1—i+1=0.Sedan
upprepas dessa tal regelbundet ddn =5,6,7,8 resp.n = 9,10,11,12 0.s.v.



