TNAO0O1- Matematisk grundkurs
Tentamen 2018-01-04 — Losningsskiss

1.a) Provning ger att x = 1 dr en 16sning till ekvationen. Faktorsatsen ger da att x — 1 &r en faktor till
polynomet i vanstra ledet i ekvationen.
Polynomdivision ger

x3+x%—-10x+8

=x*+2x—8
x—1 Ve X

vilket ger ekvationen (x — 1)(x? + 2x — 8) = 0.
Nollprodukt gerda x> +2x -8 =0 ... x = —4,x = 2.
Svar:x = —4,x=1,x=2

b) Faktorisering ger x> + x? —10x + 8 > 0 & (x — 1)(x — 2)(x + 4) > 0 och teckenschema ger da

—4 1 2
x—1 - - - 0 + + +
x—2 - - - - - 0 +
x+4 - 0 + + + + +
(x—Dx—-2)(x+ - 0 + 0 - 0 +
4)

vilket ger 16sningsméngden x € ]—4,1[ U ]2, oo[.

Svar: x € |—4,1[ U ]2, o[

2.a) Definition avIn ger 2 —x > 0 & x < 2 och x > 0 vilket ger x € ]0, 2[.
Vi far da
In2-—x)+In4=1Inx,x€]0,2[ ©In(8 —4x) =Inx, x €]0,2[
&//In omviandbar//© 8 —4x = x,x € |0, 2]
8
Sx=-
5
Svar: x = -
5
b) Med sambandet cos v = sin (g — v) fas

sin (Zx + g) = cos (Zx - g) & sin (Zx + g) =sin <g — (Zx - %)) & sin (Zx + g) =sin (%ﬂ - Zx)

2x+§=%n—2x+n-2n . .
< [/ Ekv.2 saknar 16sning // & x = e +n- P

< 2x+§=n—(%ﬂ—2x)+n-2n

5T 21
Svar:x=x=5+n-?,nez



3a)Vifarmed [x+ 1|+ |x - 1| =x+4

Il:xS_l 12:_1SxS1 13:x21
—x—1—-x+1=x+4 x+1l—-x+1=x+4 x+1l+x—1=x+4

© 3x =—4 ox=-2¢I, ox=4€l;

Sx=——-€l
vilket ger 16sningarna x = —Zx=4

3

4

Svar:xz—g,x=4

x+14+x—-1=2x ,x=>1
b)yVifarf(x) =|x+1|+|x—-1]={x+1-x+1=2 , -1<x<1.
—x—-1—-x4+1=-2x , x<-1
Graf:

oDaf(-2)=|-2+4+1+|-2—-1=40chf(2) =12+ 1]+ |2 - 1| = 4 leder till att f(—=2) = f(2) sa
saknas alltsa invers da tva olika varden pa x ej far ge samma f(x) om funktionen ska ha invers.

2 1 1
4.a) En riktningsvektor v for linjen ges av v = P,P, = OP, — OP; = (—1) - (—2) = <1> och en punkt pa
2 1

X 1 1
Linjen ar P; = (1, -2, 2) vilket ger linjens ekvation (y) = (—2) +s (1), s€eR

z 2 1
X 1 1
Svar: (y) = (—2) +s (1), sER
z 2 1

2 1
b) Tva ickeparallella vektorer i planet ges av u = <1> och linjens riktningsvektor (1) och med punkten
0

X 1 1 2
P, = (1,-2,2) fas da planets ekvation pa parameterform <y> = (—2) +s (1) +t (1), s,t € R.

z 2 1 0
a

For att fa planets normal soker vi en vektor (b) sadan att
c

J0= ferremon Lt
oo f O



1

vi sétter s = 1 och far normalvektorn (—2) som insatt i planets ekvation pa normalform,
1

Ax+By+Cz=D,gerx—2y+z=0D.

Med punkten P; = (1, —2,2) insatt i ekvationen far D = 7 och planets ekvation blir da
x—2y+z=7.

x 1 1 2

Svar: Planets ekvation pa parameterform ges av <y) = (—2) +s (1) +t (1), s,t € R och pa normalform
z 2 1 0

avx—2y+z=17.

6 1 5
c) Vi tar punkten P, = (1,—2,2) pa linjen och bildar vektorn P;P = (1) - <—2> = <3>

3 2 1
1

Vektoraddition ger med linjens riktningsvektor v = (1) (rita figur)
1

5\ /1
uv 5 (3><1> 1 5 5+3+1 1 5 1 2
1 1 1 1 1 1 -2
vilket ger det kortaste avstandet |u,,| = /22 + 02 + (—2)2 = /8 = 2V2.

Svar: Det kortaste avstidndet mellan punkten och linjen &r 2v?2 l.e.

5.a) Vi far
y 10
()" = (Z) = (v2e)" = (2% = 29 = 2 (cos (<) 4 in (- )
e 2

=25 (cos37"+isin37n) =25(0+i-(—1)) = —25i = —32i.

1+i

10
Svar: (T) = —32i
b) Vi far med z = x + iy och definition av absolutbelopp

{lz—2i|=3@{ |x + iy — 2i] = 3 @{|x+i(y—2)|=3@{,/x2+(y—2)2=3

z+7=14 xX+iy+x—iy=4 2x =4 x =2

@{x2+(y—2)2=9
x =2

vilket ger
22+ (y-2)2=9e(y-2?2=50y=2++5
dvs.z=2+(2—vV5)iellerz=2+ (2+V5)i.

Svar:z=2+(2-vV5)i,z=2+(2+5)i



6.a) Vi far om a,, = a; k™!

4 _ 4 4

a, == a1k2 1=_ alk ==

3 P 3 P 3

16 — — 16 16°

a3 +a4 ZE a1k3 1 +a1k4 1 ZZ alkz +a1k3 ZZ

Dividerar vi den andra ekvationen med den forsta fas

ak?+a k3 >

w1+315

@k+k2=%@k2+k—§=0@...@k=—§,k=1

ak 3

n_ (-5 1
vilket om k = _g ger a; = —1 och summan s, = %ger das, = —<(_13_)1 ) = ;(( 4)n - 1)
3

och med k =2 fas a, = 4 och summan s, = A}(Ln_l) =—6 ((l)n - 1) =6 (1 - G)n)

3 5—1 3

4 o 3 4\ 1 o
Svar: Om k = -3 och a; = —1 fas summan s, = ;((— 5) - 1) ochomk = 3 och a; = 4 fas summan
1 n
s=6(1-(5) )
b) Definitionsmangd och viardeméngd for arcusfunktionerna ger att x € [0, %]
Vi far
arctan x = arccos 3x,x € [O,ﬂ & tan(arctan x) = tan(arccos 3x),x € [O,ﬂ S x= sin(arccos 3x) x € [0,%]

cos(arccos 3x)’

\/1—cos?(arccos 3x)

3x

1-9x2
3x

©//Trigettan//& x = ,X E [O,ﬂ S x =

X € [Oﬂ ©3x2=vV1-9x%,x € [0%]

o 9xt=1-9x%,x € [O,ﬂ ©9%*4+9x2-1=0,x€ [O,ﬂ o xt 4 x? —%= 0,x € [O,ﬂ

7. Induktionsbevis ger
Steg 1. For n = 1 fas

VL(1) = Zk3 — 1% = 1 och HL(1) = (Z k) —12=1,

k=1 k=1
d.v.s. VL(1) = HL(1).
Steg 2. Antag att pastaendet ir sant for nagot p € Z*, dvs YP_ k3 = (¥°_, k).
Detta medfor
p+1 P

VI + D)= Y K=Y K4+ 1)
£

=1 k=1



P 2
= ( k) ++1)*=0+2+3+4+...+p)*+(p+1)3
enl. antagandet \g=1

// Aritmetisk summa//

= <M)2+(p+1)3 =M+(p+1)3
_2102(p2 +2p+1) 2

2 +p3+3p*+3p+1

_p*+2p° +p? +4p° +12p* +12p +4  p* +6p° +13p® + 12p + 4
B 4 B 4

och vi har

p+1 2

HL(p + 1) = Zk

k=1

2

_(p+1)2(1+(p+1))2 @+ 20+ D(P* +4p +4)
B 4 a 4
_p*+4p® +4p® +2p° +8p* +8p +p® +4p + 4

2
=(1+2+3+4+...+p+(p+1))2=((P+1)(1+(p+1))>

4
_p*+6p®+13p* +12p + 4
B 4

dvsVL(p +1) = HL(p + 1).
Darmed har vi visat att om sambandet géller for n = p sé géller det forn = p + 1.

Steg 3. Sambandet géller enligt Steg 1 for n = 1. Enligt Steg 2 géller det da avenforn =1+ 1 =2.Da
galler det dven forn =24+ 1 =3 ochn =3+ 1 = 4 o.s.v. Alltsa géller sambandet for alla n € Z*, VSV.



