
����������	
����
���
�
����
 ��

���������
	���	
� ����
��
��� ����
���� ���

���

���������	

�
�
���
	� ��   �!"�#$

��%&��� '����	��
���	�����
��

 (
���
)�����*���
��	�

2018-10-09 2

TSDT14 Signal Theory - Lecture 11

�����
)�����)++,,,&��
	-��������	�&���+�����
��������	�+
	���.
	-.�
��+

��
��	����

� �� /
���
�
 
	����
&

��&�

0	���

���&�

'
��

 (
���
)�����*���
��	�

2018-10-09 3

TSDT14 Signal Theory - Lecture 11

�����
)�����)++,,,&��
	-��������	�&���+�����
��������	�+
	���.
	-.�
��+

��
��	����

� �� /
���
�
 
	����
&

��&�

0	���

���&�

'
��1 1

���������
	���	
�����	
���2�����
��

2018-10-09 4

TSDT14 Signal Theory - Lecture 11



�,�����
	���	
�����	
��

2018-10-09 5

TSDT14 Signal Theory - Lecture 11

),( 21 aax

0���	����	 �� �,� %
��
/�
�

��������	��
����

��������
��	��
���

],[ 21 nnx

�
�
�
/�
����	
��)

][][],[ 221121 nxnxnnx ⋅=

)()(),( 221121 axaxaax ⋅=

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

2a
1a

1a
−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2a

�,�����
	���	
�������
���������
��
�

2018-10-09 6

TSDT14 Signal Theory - Lecture 11

{ }),(E),( 2121 aaXaamX =�

	)

0��������
�
���	) ( ) { }),(),(E,;, 221121221121 babaXaaXbabaaarX ++=++

),( 21 aa

3�-
��
	�
���
���	
����)

�
�� ),( 21 aamX
( )221121 ,;, babaaarX ++��� 	�����������
� &

��������
- 	��
���	) Xm ( )21,bbrX���

'�
������
���	��������
��

2018-10-09 7

TSDT14 Signal Theory - Lecture 11

��") �
�� �	���
 ����������	���
	����

�	�	��
	�� �

��������	��
��� �������

( )211 , aax��	

����) ����� �	����
����� ( )211 ,aay

( ) ( )212211 ,, aaxbaaxa ⋅+⋅

( ) ( )212211 ,, aaybaaya ⋅+⋅

( )212 ,aax����� �	����
����� ( )212 ,aay

�����	����

�	����
�����

.

.

.

��
�
��	%
��
	�
) ( )21,aax����� �	����
����� ( )21,aay

( )2211 , babax −−�����	����

�	����
����� ( )2211 , babay −−

.

.

�,�����
	���	
��'�	%������	

2018-10-09 8

TSDT14 Signal Theory - Lecture 11

222222111111 )()()()( dbbahbxdbbahbx −−= ��
∞

∞−

∞

∞−

))(())(( 222111 ahxahx ∗⋅∗=

�

������������������
������	���	���� �����!
��	����	
��� �
��
���	
� 
�
����	�������������	������ 
���
��� 
� �����	���
�

�
�
�
/�
����	
��) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 21222111221121, dbdbbahbahbxbxaahx −−= � �
∞

∞−

∞

∞−

*

�
��	����	) ( )( ) ( ) ( ) 2122112121 ,,, dbdbbabahbbxaahx −−= � �
∞

∞−

∞

∞−

*

��
�
�-����
�
) ( )[ ] [ ] [ ]22112121 ,,,
1 2

knknhkkxnnhx
k k

−−⋅=��*



4�	��
�
�
/�
�'�	%������	 �!�$

2018-10-09 9

TSDT14 Signal Theory - Lecture 11

( ) ( )
�
�
� <+

==
elsewhere,0

1,1
,,

2

2

2

1

2121

aa
aahaax

−2

−1

0

1

2

−2

−1

0

1

2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

"
������
� ����	�����
−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

4�	��
�
�
/�
�'�	%������	 �!�$

2018-10-09 10

TSDT14 Signal Theory - Lecture 11

−2

−1

0

1

2

−2

−1

0

1

2

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

��

�
�
� <+=−−

=
elsewhere,0

4,)2/(1)2/arccos(2 2

2

2

1

22
aaaaaa

( ) ( )( )2121 ,, aahxaay = *

�
�
�
/�
�'�	%������	��!5$

2018-10-09 11

TSDT14 Signal Theory - Lecture 11

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2
−2

−1

0

1

2

−2

−1

0

1

2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

����
� ����	�����

( ) ( ) == 2121 ,, aahaax

�
�
� <<

=
elsewhere,0

21and2/1,1 21 /aa

( ) ( )21 azaz ⋅=

( ) ( )
�
�
� <

==
elsewhere,0

2/1,1
rect

a
aaz!	��

�
�
�
/�
�'�	%������	��!5$

2018-10-09 12

TSDT14 Signal Theory - Lecture 11

{ } { }21 1,0max1,0max aa −⋅−=

( ) ( )21 triangletriangle aa ⋅=

−2

−1

0

1

2

−2

−1

0

1

2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

( ) ( )( )2121 ,, aahxaay = *



�
�
�
/�
�'�	%������	�5!5$

2018-10-09 13

TSDT14 Signal Theory - Lecture 11

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

������
�
���	�

−2

−1

0

1

2

−2

−1

0

1

2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

{ } { }21 1,0max1,0max aa −⋅−=

( ) ( )( )2121 ,, aahxaay = *

( ) ( )21 triangletriangle aa ⋅=

������
�
�'�	��	�����*����
����
	�����

2018-10-09 14

TSDT14 Signal Theory - Lecture 11

( ) ( ){ } 21

)(2

212121
2211),(,, dadaeaaxaaxffX

afafj +−

∞

∞−

∞

∞−

� �==
π

��
��	����	)

"	%
��
) ( ) ( ){ } 21

)(2

212121
2211),(,, dfdfeffXffXaax

afafj +

∞

∞−

∞

∞−

� �==
π��

�

����
���
�) ( ){ } ( ){ }{ } ( ){ }{ }2112212121 ,,, aaxaaxaax ����� ==

( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }2221112211 axaxaxax ��� ⋅=⋅

*( ) ( ){ } ( )212121 ,)(,, ffHXaahaax =⋅�

( ){ } ( ) ( )212121 ,,,)( ffHffXaahx ⋅=� *

������
�
������
�
�*����
����
	�����

2018-10-09 15

TSDT14 Signal Theory - Lecture 11

[ ] [ ]{ } [ ] )(2

212121
2211

1 2

,,,
nnj

n n

ennxnnxX
θθπθθ +−��== ��
��	����	)

����
���
�)

"	%
��
) [ ] [ ]{ } [ ] 21

)(2

21

1

0

1

0

2121
2211,,, θθθθθθ θθπ

ddeXXaax
nnj +

� �==
��

�

[ ]{ } [ ]{ }{ } [ ]{ }{ }2112212121 ,,, nnxnnxnnx ����� ==

[ ] [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }2221112211 nxnxnxnx ��� ⋅=⋅

*[ ] [ ]{ } [ ]212121 ,)(,, θθHXnnhnnx =⋅�

[ ]{ } [ ] [ ]212121 ,,,)( θθθθ HXnnhx ⋅=� *

[ ] [ ]221121 ,, mmXX ++= θθθθ �

�	�����
� ���������1m 2m

���
	
�	� �
���

��,
��
	-���,
����
���
���
	����

2018-10-09 16

TSDT14 Signal Theory - Lecture 11

( ) ( ){ } ( ) 21

)(2

212121
2211,,, dbdbebbrbbrffR

bfbfj

XXX

+−

∞

∞−

∞

∞−

� �==
π

����)

�

	) )0,0(),( 2121 Hmdadaaahmm XXY ⋅== � �
∞

∞−

∞

∞−

������) ),)((),( 2121 aahXaaY = *

0'*) ),)(
~

(),( 2121 bbrhhbbr XY = * * !	�� ),(),(
~

2121 aahaah −−=

������������"�����
� �� �	�������3��)

���) ( ) ( ) ( )21

2

2121 ,,, ffRffHffR XY =

��,
�) ( ){ } ( ) ( ) 212121

2 ,0,0, dfdfffRraaXEP XXX � �
∞

∞−

∞

∞−

===



�,�����
	���	
���
����	�

2018-10-09 17

TSDT14 Signal Theory - Lecture 11

[ ] ( )221121 ,, AnAnxnny =�
����	�)

���/
/��������!�����
��
	���
�����-$)

�
�
���	����� !�����
��
	���
� ���-$)

��
�����) [ ] �� ��
�

	



�

� −−
=

1 2 2

22

1

11

21

21 ,
1

,
k k A

k

A

k
X

AA
Y

θθ
θθ

1A 2A�
����	���
���-�) ���

�
����	�) [ ] ( )221121 ,, AnAnXnnY =

���) [ ] �� ��
�

	



�

� −−
=

1 2 2

22

1

11

21

21 ,
1

,
k k

XY
A

k

A

k
R

AA
R

θθ
θθ

�,�����
	���	
���0�

2018-10-09 18

TSDT14 Signal Theory - Lecture 11

���/
/������� !�����
��
	���
� ���-$)

�
�
���	����� !�����
��
	���
� ���-$)

��
�����) ( ) ( ) [ ]22112121 ,,, AfAfYffPffZ ⋅=

���) ( ) ( ) [ ]2211

2

21

21

21 ,,
1

, AfAfRffP
AA

ffR YZ =

�0�) ( ) [ ] ( )�� −−=

1 2

2221112121 ,,,
n n

AnaAnapnnyaaz

�0�) ( ) [ ] ( )�� Ψ−−Ψ−−=

1 2

222211112121 ,,,
n n

AnaAnapnnYaaZ

1Ψ 2Ψ��	�

��
� [ )1,0 A [ )2,0 A��	�

��
����

 
�� 	�����������
� ����
� ���� 
���
�[ ]21,nnY

www.liu.se

���

���������	

"�#+'������


