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Enkel felrattande kod — Repetitionskod

Allmant: For BSC med felsannolikhet p < %, sa ska man avkoda till narmaste kodord.

Det minimerar resulterande felsannolikhet.

Repetitionskod

Info Kodord
00 ...00
11...11

0 —

1 —

Repetitionskoder
avkodas med
majoritetsbeslut.

Vid udda langd N:

Avkodningsfel om
vi har minst % fel.

~\

Exempel, N =5: {00000,11111}

Mottaget Avkodat
01001 — 0
11100 — 1

Sannolikhet for avkodningsfel i exemplet:
P, = P{3,4 eller 5 fel bland 5 bitar}

= (Y)prra-pr+ (J)rta-p+(3)rf

= 15p* + 6p°

Dominerande term
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Binara entropifunktionen (F6 5, slide 8)

H,(p)

H,(p) = —p -log,(p) — (1 —p) -log,(1 —p) | \|

L 1 1 1 1 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 p

Motsvarar figur 5.2 i kursboken
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Anvandbar approximation (Fo 5, slide 9)

082 | ()| = N - Ha®)

10 : : 100 : ‘ 1000
N - H,(p) N - Hy(p)
9t ! wr 1 w0t
8 1 st 1 a0t
7 1 nr T
l N

o) ] i ] I
6 g2 pN 80 600
5t T 1 50t
4 T 1 w0t
3 N 1 O 1 5t 300t
2 — I ot 200 |
1 10 100
0 | 1 | 1 0 1 | 1 | 0 | | | i

0 02 04 06 08 i 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
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Repetitionskoder igen

dominerande

N N
udda term N+1 N-1
- NY . icq4 _ NN—i o5 ( N ) A
P = z (i)p(l p) ~ \w+1)2)p? A-p)2
N+1
=73
Approx. N
slide 4 N+1\ N+1 N—1 stort 1\ N N
~ ZNHZ( 2N )p 2 (1 —p)T ~ ZNHZ(E)pf(l —p)7
1
H, (E)zl N
= (2 p(l—p)) Allts3 storleksordning pV/?  (plitet)

Problem: P, litet krdaver N stort. Daligt kanalutnyttjande.
Kodens takt ar 1/N informationsbitar per kanalanvandning.

Allmant K/N informationsbitar per kanalanvandning,
dar K ar antalet informationsbitar.

TSKS21 Signaler, information och kommunikation - Férelasning 7

II “ LINKOPINGS
® UNIVERSITET 2022-04-26 5




Hamming-[7,4]-koden

Paritetsbitar

/

Informationsbitar

Motsvarar figur 6.3 ur kursboken
C p =my+m+m, (mod?2)
Jamn paritet i varje cirkel. — < D, =m g +m, (mod 2)
Py =y, (mod 2)
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Hamming-[7,4]-koden — Exempel

Jamn paritet i

Information o
varje cirkel.

Ett fell

Resultat: Jamn paritet i den ovre cirkeln, udda paritet i de andra tva
cirklarna. Endast en position kan forklara det — det faktiska felet.
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Hamming-[7,4]-koden — Fler exempel

&

Information Jamn paritet i varje cirkel.

® @ &
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Formaga att ratta och detektera fel

d—1 . .
Felrattningsférmaga: t—L—J Koden kan ratta varje

) w-bitars fel om w < .

Koden kan detektera varje

Feldetekteringsformaga:  v=d-1 w-bitars fel om w < v

Jamnt d: J Udda d: J
< > < >
! ! 5 !
<> <> < > < >
X . o X X . . . X
§ v=d—1 S < v=d-1 >
< v:d—l > < V:d_l >
d—2 d—1
[=— [=———
2
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Kodparametrar

Langd (# bitar i ett kodord):
Dimension (# informationsbitar):

N
K
Storlek (# kodord): M
d
R

— 2K
Minavstand (minsta avstand i koden):
Takt (informationsbit per kodordsbit): = K/N
Kan visas: P, ~ pld/zl Vi vill dirfor ha stort d.
Kan Ocksé Visas: N-—-—K> d—1 Beh(')'VGI‘ stort N.
Fixerad takt kraver stort K.
Darmed valdigt stort M.
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Jamforelse Hammingkod vs repetitionskod

Hamming-(7,4):
d=3 P, ~ pld/2l = p2 R=4/7 = 0,57

Anvander 7 bitar for att representera 4 informationsbitar.

Repetitionskod med samma minavstand (motsvarande P,):

N=d=3 P, ~ pld/2l = p2 R=1/3~0,33

Anvander 4 - 3 = 12 bitar for att representera 4 informationsbitar.
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Exempel pa en kod —Takt R = log,(M)/N

M
(number of <
codewords)

000000000000000000000000- - -
000000000000000000000000- - -
000000000000000000000100-

000100100100001000000011- --
000111100000001011110010- --
111111001111110011111100- --

N

00000
00100

-+ 01001

00101
01000
11001

—

~

N (number of binary digits per codeword)

(X1)
(X2)
(X3)

(Xm)

Figur 6.2 ur kursboken
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Kanalkodningssatsen (for diskreta kanaler)
— slarvig formulering

For varje diskret kanal finns det ett C, 0 < C, sadan att det gar
att kommunicera med godtyckligt 1ag felsannolikhet med nagon
kod med takt R for varje R < C. C kallas kanalens kapacitet.

Man kan ocksa visa:
Om vi forsoker kommunicera med takt R > C, sa ar vi garanterade

att fa en nollskild felsannolikhet. Det gar ocksa att ge en explicit
undre grans for denna felsannolikhet.
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Exempel pa en kod —Takt R = log,(M)/N

- 000000000000000000000000- - - 00000 (X))
000000000000000000000000- - - 00100 (X>)

y 000000000000000000000100- -- 01001 (X3)

4 :
(antal kodord) | 694190100100001000000011. - 09101

000111100000001011110010- -- 01000
(111111001111110011111100--- 11001 (Xu)

| - —
—~

N (antal bitar per kodord)

Motsvarar figur 6.2 ur kursboken
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Alla mojliga koder

000- - - 00
000- - - 00
[ e00--00 | ¢
G 900---00 /
C3 H*‘\
000- - - 60 Lo
000---00 ‘.I 000---0
.\ ®®® - 00 /| 000---0 01--- 10
. 0609 @1 01
000- 116--- 11 |
000- - - ;
@11...@1 1 s R U |
100 - - 00 | ( 111---11 | Cywm
| BT

010--- 10 O ’

Figur 6.15 ur kursboken
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Binar kalla och binar kanal

| —€ |
> @ 0 Ply=0)=(1-p)l-¢)+pe
P(XZQ):I—P €]
£
CE =1=9
> 1 1 1 Py=1)=p(l-e)+(l-p
— 6
B Figur 6.5 ur kursboken
 Tea i N N-Hy(p) — oN-H(x)
Antal typiska insignaler: pN) = 2N H2P) =2
Antgl typiske.l u’Fsignaler for (1-pN \ _ 5 (1-PIN-H(er)
de bitar dar insignalen ar O: e(1—p)N/) "~
Antal typiska utsignaler for ( pN ) ~ 9PN-Hy(€)
de bitar dir insignalen 4r 1: €2pN
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Binar kalla och binar kanal

[ - €]
> ¢ 0 Ply=0)=(1-p)l-e)+pe
Px=0)=1-p 3 .
% =1¥=p
> 1 1 1 Ply=1)=pll-e)+(l-p
= Figur 6.5 ur kursboken
Typiska for Typiska for
insignal 0: (1 —p)N ~ 2(1-p)N-Hz(€1) insignal 1: ( pN ) ~ 2PN-Hz(€2)
€,(1—p)N €;pN

Antal typiska utsignaler for en typisk insignal:

(1- p)N ( pN ) ~ 2N-((1—p)H2(61)+p'H2(62))
€1(1 —p)N ) \ez2pN
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Betingad entropi

1—61
> 0 Ply=0)=(1-p)l-¢)+pe
Px=0)=1-p 3 ’
CE =1=9
> 1 l 1 Ply=1)=p(l —e)+ (1 =p)e
—62

Figur 6.5 ur kursboken
Entropi, betingad pa ett utfall: )

H(y|lx =0) = — Z P(y = b|x = 0) log(P(y = blx = 0)) = H,(ey)
b=0 1

Hylx=1) = - z P(y = blx = 1)log,(P(y = blx = 1)) = H,(e,)
b=0
Betingad entropi, medelvardet av dessa map. x:

1
HO) = ) PG = hHG]x = b) = (L= p)Hy(e) +p - Hy (e3)
b=0
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Binar kalla och binar kanal

1—61
>® ® P :0: l_) ]_E + pDe
P(x=0)=1-p 3 (y=0)=(1-p)l-e)+pe

g =1y=9
> 1 1 Py=D=pl-e)+{-p

1—63

Figur 6.5 ur kursboken

Antal typiska utsignaler for en typisk insignal:

(I1-p)N \( PN\ _ N
(61(1 - p)N> (62pN) ~ 2O

: : N
Totalt antal typiska utsignaler: <((1 Cep+e(l— p))N) ~ ON-H®)
2 1
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Packa mangder av typiska utsekvenser

T .
 2VHY) strings

Vi har plats for
N-H(y)

X — ZN'I(y;X)

e 2N-H(Y|x)

disjunkta mangder
av storlek

oN-H(Y|x)

bland dessa
Figur 6.6 ur kursboken IN-H(y)

Omsesidig information: I(y;x) = H(y) — H(y|x) typiska utsekvenser.

Tankbar kod: Vilj 2V!1®%) typiska insekvenser som kodord, si att
motsvarande mangder av typiska utsekvenser vasentligen inte overlappar.

Koden har N - I(y; x)info-bitar, och diarmed takt R = W = I(y; x).
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Kanalkodningssatsen (for diskreta kanaler)

Omsesidig information:
I(y;x) = H(y) — H(y|x)
= H,((1 —€e)p + &,(1 —p)) — (1 — p)Hy(e1) —pH,(€3)
Kanalens kapacitet:

C = maxI(y; x)
p

Kanalkodningssatsen:

For en diskret kanal och for givna konstanter § > 0 och y > 0 sa
finns det en kodordslangd N och en kod med kodord av langd N
som har takt C — &, och som gor det mojligt att kommunicera med
felsannolikhet P, < y.

Men! Satsen sager ingenting om hur en sddan kod kan se ut.
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Diskret minnesfri kanal

P(y = 1|x=1)

Py=2x=1) —

P(y =2|x=K) —

K

Py = k= K)

Figur 6.9 ur kursboken
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Binar suddningskanal

1—61
\\ \\
€]
E
€2
1 > 1]
| — e

Figur 6.10 ur kursboken
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Kanal som ar diskret in och kontinuerlig ut

l’ylx(.\'|x =1)
I
X=] = === :
-\‘
/—’y|x(.\’|x =2)
X=2 = = = = /.%
-‘\~

Figur 7.11 ur kursboken
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Kanal som ar kontinuerlig in och kontinuerlig ut

~
~ / A~ —
[l [l [l
Ead . o L
= B =
p— S p —
x B3 >
== > >
Q, = =}
A 7 A
/ : |
: / Px(x)
I |
| / I
| /
I / I
| ( |
|
. |
I |

>

X

Figur 7.12 ur kursboken
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En enkel faltningskod

xtzn — 1)
message digits
= o T T
x(2n)
Figur 7.7 ur kursboken
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