TNAOO1- Matematisk grundkurs
Tentamen 2013-08-28 - Losningsskiss

1. a)

ey <O<:)x—x(x—6)<o<i)x—x2+6x< @7x—x2< @x(?—x)<
x—6_x x—06 x= x—6 - x—6 x—6 — x—6 —

Sedvanligt teckenschema visar att detta ar uppfyllt < x € [0,6[ U [7, »[.
Svar: x € [0,6[ U [7, ool.

b) In(x +4) + 2Inx = 3In 2, dar vi pa grund av In-funktionens definitionsomrade, har att
x +4>0o0chx >0, d.v.s. vihar villkoren

INnx+4)+2Inx=3IN2,x>0s In(x+4)+Inx*=In8,x >0
In((x +4)-x?) =In8,x >0 & In(x? + 4x?) = In8,x > 0 & [ty In — funktionen &r omvéndbar] &
x3+4x*=8,x>0x3+4x*-8=0,x>0 &
[polynomdividera VL med x + 2,ty x = —2 ar nollstalle till x3 + 4x? — 8] &

xX24+2x—4=0x>0(x+1)?2-5=0x>0 @ox=-1++5
Svar:x = —1 ++/5

] 2x—lomx=>2
2a) Vi har att [2x — 1] = 2 och |x| ={
1—2x0mxSE

xomx >0
—xomx <O

Vi far tre fall:

x <0gerossekvationenl —-2x+x—x=01-2x=0ox = % som inte ar l6sning.
OSxS% gerekvationenl—Zx—x—x=O<:>1—4x=04:>x=%,som duger.

x> % ger ekvationen 2x — 1 —x —x = 0 & —1 = 0, som saknar ar I6sning.

1
Svar: x = "

b) Vi har f(x) = |2x — 1| — |x| — x. Ovan far vi funktionsuttrycket i de tre intervallen. Vi har alltsa

1-2xomx<0

1
1—4xom0§x§§

(
f(x):{
\

Vi har alltsa att f(x) = —1 = konstant for alla x > % D4 ar f inte omvandbar och saknar darmed invers.

Anm: Med utgangspunkt fran ovan kan grafen y = f(x) enkelt skissas (se nedan). Grafen indikerar ocksa
att f inte &r omvandbar och saknar darmed invers.

Svar: f saknar invers.



3.a) L&tz =x+iy,x,y € R. Vi far
A.Sambandet géllertyz—zZ=x+iy—x+iy =2iy = 2ilmz
B. Sambandet géller ty z - z = (x + iy)(x — iy) = x? — i?y? = x2 + y? = (/2 +yz)2 = |z]?
C. Sambandet gallerty z-z = (x + 1y)(x — 1y) = x2 + y2 = [ty x? + y? ar reellt] = |z|?
Svar: Alla tre sambanden galler for godtyckligt z.

b)
1—i a-ida-i 1-2i+i? 2-1+2i+1 )
=-1-—1--——=1 - = =1+i= 2”7/4
z 1+1 T+l -0 2 2 = V2elt/t >
4100 — (\/iei%)loo — 250,257 — 250 im — _950

Svar: —25°

4,

a) Linjen vi soker skall vara ortogonal mot den givna, d.v.s. riktningsvektorerna skall vara ortogonala. Vi
0

kan da valja en linje med riktningen v = [ 1 ]. Linjerna skall skara varandra och vi kan vélja punkten
1

X 1 0

(1,0, —2) som den gemensamma punkten. Alltsa ar linjen (y) = ( 0 ) +t (1) ,t € Ren linje med de sokta
z -2 1

egenskaperna.

X 1 0
Svar: T.ex. (y) = ( 0 > + t(l) ,t ER.
z -2 1

2 1 1
b) Vi ritar forst en figur och bildar vektorn u = ( 0 > - ( 0 > = (O)
-1 -2 1

(20,-1)

u,

v

(1,0,-2)

Det sokta avstandet ges av |u | = ‘u - uHV‘ . Vi har enligt projektionsformeln att

1) (-2
1
-2 -2 1 -2 0
u-v 1)(-1 1 . 1 1 . .
u, = o\ 1 |=—=| 1| . Alltsau,,=|0|-|-=] 1 |==|1]|, ochdarmed har vi
M ° ) 2o 1)~ o) ?a
1
|Uiv|=§\/E

Svar: Sokt avstand ar %\/5 le.



5. Tips: Rita figurer! Enbart svar anges har.
Respektive funktion har egenskaperna
fi:2,4,50ch 6,

f2:1,3,4 0ch5,

f3:1,4,50ch 6.

farl

6.
a) Se kurslitteraturen
b) Vi har via binomialsatsen

o) RG] () oo o ) 2 e

Vi ser att den konstanttermen fas for 9 — 3k =0 < k = 3, vilket ger att den sokta termen ar
9 ! 87 1 72
2t yte- 2 1987 137 2
3 36! 2 3-2:1 2 2 16
21

Svar: ——
16

7. Vi anvander ett induktionsbevis.

STEG 1. P(1): V(1) = D(x') = D(x) =1 enligt egenskap (i), H(1)=1-x"*=x" =1
Alltsd V(1) = H(1) d.v.s. P(1) galler.

STEG 2: Vi antar att P(p) galler for godtyckligt fixt tal p € Z+,d.v.s. vi antar att
V(p) = H(p), d.v.s. vi antar att D(x"): px Pt

Detta medfor att

V(p+1)= D(x"”): D(xp : x): (enligt egenskap (ii)) = D(x?)-x+ x” - D(x) =
= (enligt antagandetoch egenskap (i) = px" ™" - x+x” - 1= px* +x° =

= (p+)xP VT = H(p+1)

dvs. Hp)=V(pP)=>H{Pp+1)=V({p+1)

STEG 3 Enligt steg 1 géller pastdendet for n = 1. D& galler det enligt steg 2 dven forn=1+1=2.
Men da galler det dven for n=2 + 1 = 3 0.s.v. Via matematisk induktion har vi alltsa att
pastaendet galler for allan € Z+, v.s.v.



