TNAOO1- Matematisk grundkurs
Tentamen 2013-01-08 - Losningsskiss

1. a)

Fall 1: x < —2 ger ekvationen 2(—x —2) =3x+3—x & x = —%, som inte duger.
Fall 2: —2 < x < 3 ger ekvationen 2(x + 2) = 3x + 3 — x som saknar l6sning.

Fall 3: x > 3 ger ekvationen 2(x +2) =3x+x -3 = x = %som duger.

Svar: x =~
2
b)
. . . 1 3
2s5in?3x +sin3x—1=0& - & sin3x = ‘ZiZ
Fall I:sin3x=—1<=>3x=—§+n-2n<=>x=—%+n2?"

. 1 T 5m T 21 51 21
Fall II:sm3x=E<=>3x=g+n-2neller3x=?+n-2n<=>x=1—8+n?ellerx=§+n?
T 21 5T 2T .
x=—+n=—cellerx=—4+n=,darn € Z.
3 18 3 18 3

T 21
Svar:. x = —g+n—

2. a) Vinkeln mellan linjerna motsvaras av den minsta vinkeln mellan riktningsvektorerna. Om vinkeln &r

6 s har vi
1 2
0]-{-1
cosf = 1 1/ 3 = 3 —\/§=>6—n
V2:4/6 V12 23 2 6
Svar:%

b) Vi konstaterar att punkten P, = (1,1,0) ligger pa den givna linjen, och ritar en figur (skiss) dar vi har u =

2 1
PP = (O) och linjens riktningsvektor v =| 0
1 1

P=(311)

u-v 3(1
ullvzwvz...:z 0

vilket ger oss

Sokt avstand ar |u,,| = %\/5

V2
Svar: Y l.e.



3.a)
18 iz 1 18 ,i9
. > 91 . . 3 .
(121 i) _ 2e 2'7T _ 2'%e _ 2981277” _ 2981(127”7”) — 29813% = _512i
- V2e ' 2%z

Svar: —512i

b) Villkoret |z — i| < 1 innebar alla z pa eller innanfor cirkeln med 1
medelpunkt i (0,1) och radie = 1. Villkoret 0 < argz < %" innebér alla z
som ligger pa eller mellan stralarna 0 och %" Sammantaget innebér det att

den sokta snittméngden utgors av alla komplexa tal z som ligger i det
skuggade omradet i figuren.

c) |e™*| = lcos x + isinx| = VcosZx + sinx =1 =1for allax € Rmedane®* =1 < x =n-2m.
Svar: x € R respektive x =n-2m,n € Z.

4.) V3x — 2 & definierat & 3x —2 > 0 & x > 2,
Vi har da

2 2
y=\/3x—2,x2§,y204=>y2=3x—2,x2§,y204=>x=

Vi har alltsd inversen

x%+2
flx) = 3 x>0
x2%42

Svar: f~1(x) = .

x>0

b) Kurvorna skér varandrapé linjeny = x & f(x) = f'(x) =x,x € Dy N Df-1 = E oo[.

242 2
T2 x == eller
3 3

Det racker alltsa att 1osa en av ekvationernav3x — 2 =

2 242 2 s . . .
V3x—2=xx=eller Z — = x,x > -, Har valjer vi den sistngmnda och

far
x%+2 2 2 2

3 =x,x2§<=>x2—3x+2=0,x2§<=>x=1ellerx=2
Eftersom x- och y-koordinaterna dar samma i skarningspunkterna sa har
vi att kurvorna skér varandra i punkterna (1,1) och (2,2). Se aven figur.

Svar: Skérning i punkterna (1,1) och (2,2).

5. a) Vi soker alla nolistéllen till polynomet x3 — 3x — 2 . Ett nollstélle &r x = 2 (prévning) vilket, enligt
3_34—
faktorsatsen, innebar att x — 3x — 2 = (x — 2)k(x), dar k(x) fas via polynomdivisionen k(x) = % Vi
far k(x) = x? + 2x + 1 = (x + 1)2. Alltsa har vi
x3—=3x—-2=(x—2)k(x) = (x —2)(x +1)2
Kontroll: (x = 2)(x +1)? = (x = 2)(x®? +2x+ 1) = x3 + 2x2 + x — 2x?> —4x —2=x3—-3x -2

Svarix® —3x—2=(x—2)(x + 1)

b)

3 _ — _ 2
x3 —3x 2<O - (x—-2)(x+1) <0

2 2 2 2
x)—-3<-9x*-3--<0s
X X = X

se a) uppgiften

Sedvanligt teckenstudium (utfors inte har) visar att detta ar uppfyllt & x = —1eller x € ]0,2].

Svar: x = —1eller x € ]10,2].



¢) Olikhetens termer ar alla definierade < x > —2, x # 1. FOr dessa varden pa x har vi
In(x —1)?+In(x+2)<2In2=In((x —1)?*(x+2))<In4 = x-1)Pxx+2)<4d4 e
tyInar s?l%ngt vax
X3 +2x2 —2x? —4x+x+2-4<0=x*-3x—-2<0 = (x-2)(x+1)?<0
sea) u;;giften
Teckenschema och termernas definitionsomrade enligt ovan ger att den givna olikheten ar uppfylld for

allax € 1-2,1[u ]1,2].

Svar:x € ]-2,1[u ]1,2]

6. Vi infor beteckningarna V(n) och H(n) for respektive vanster- och hogerled i pastaendet

n(n+1)n-4)

n
P(n):V(n) = Y (k* -3k) = 3 = H(n)
k=1
1 —
STEG 1 P(1): V(1) = Y (k* -3k)=1° -3-1=-2 medan H(1) = w: -2
k=1
Alltsd ar V(1) = H(1), d.v.s. P(1) ar sant.
STEG 2: Vi antar att P(p) ar sant for godtyckligt p € Z+. d. v. s. vi antar att

V(p) = Zp:(k2 —3k)=H(p) =w
k=1

Detta medfor att

V(p+1)= pZ+1(|<2 -3k) =[§(k2 —3k)J+((p +1 -3(p+1) =

k=1 k=1

p —
=(Z(k2 —3k)J+(p2 -p —2): /enligt antagandet/= W+(p2 -p —2)=
k=1

_ p(p+1)Xp-4)+3p®~3p-6 _(p>+p) (p—4)+3p*~3p—6 _ p*~7p-6
- 3 - 3 3
och

H(p+1)=(p+1)(p;2)(p 3)_(p +3p;2)(p 3 _p ;p 6

darav foljer att &ven P(p + 1) &r sant, d.v.s. vi har visat att P(p) sant = P(p + 1) sant.

STEG 3: Eftersom P(1) &r sant maste enligt STEG 2 dven P(2) vara sant, men det innebar aven att P(3)

ar sant o. s. v. och vi kan, enligt induktionsprincipen, dra slutsatsen att

Zn:(k2 —3k) :w forallan € Z*, v.s.v.
pa}



7. Lat L,vara den givna linjen och lat L, vara L,: s spegelbild i planet x —y + z + 4 = 0. Vi soker L,: s

riktning och en punkt pa L,. Riktningen v ges av (se figur)

1)_2M<_11>:...:...:<f>

v=u—2u”n=<3
3
1 1

ER R

Wjn

. A x—y+z+4=0

v \
Ly

Som punkt pa L, véljer vi skarningspunkten mellan L, och planet, ty denna punkt ligger dven pa L,.

L,: s ekvation insatt i planets ekvation ger villkoret
A+t)-2+3t)+B-t)+4=0=t=2
som insatt i L,: s ekvation ger skarningspunktens koordinater (x,y, z) = (3,8,1).

Alltsd &r L, :s ekvation
x 3 3
(y) =<8>+t<1>,te R
z 1 1

X 3 3
Svar: (y) = (8) + t(l) ,tER
z 1 1




