TNAO001- Matematisk grundkurs
Tentamen 2017-08-23
Losningsskiss

1. a) For linjer som &r ratvinkliga géller att produkten av deras rikiningskoefficienter = —1. De
aktuella linjerna har riktningarna — ;5 respektive 3. Alltsa skall det gdlla att
4

——3=-1=a=12
a

Svar.a =12

b) En cirkel i xy-planet som har medelpunkt i (@, b) och radien r beskrivs av ekvationen
(x—a)Y¥+(y—-b2=r?
For att finna medelpunkten och radien for den aktuella cirkeln gor vi omskrivning via
kvadratkompletteringar:
¥+yi+x—dy—-4=0=x+2+y’-4dy—-4=0= (x+1)2-14+(y-2)2-4-4=0
SEx+1)2+y-2)2=9
Alltsd har cirkeln medelpunkt i (—1,2) och radie 9 =3.
Svar: Medelpunkt i (—1,2) och radie 3.

2. a)
X _ 2 X 2 ‘_h:[“:bx(x—S)—Z(l—x]I.::0‘:.:':2—3x—2+2:'c-_‘:l:l
1-x"x-3 1-x x-3° (1-x)(x-3) ~ 1-x)(x-3) ~
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ﬁ(l—x)(x—B)Sﬂﬁtl—x)(x—ﬁso

Sedvanligt teckenschema visar att den sista olikheten dr uppfylld for x € ]—oo,—1] U |1,2] U |3, 00[.
Eftersom vi har ekvivalenser dverallt ovan sa giller ven den ursprungliga olikheten f&r samma
vérden pa x.

Svar: x € |—oo,—1] U ]1,2] U ]3, 00].

b) Med x = —1 far vi villkoret (-1)*+a—1+6=0=a= —4.
Med detta virde pa a kan ekvationen skrivas x* — 4x® + x — 6 = 0. Har #r, enligt faktorsatsen,
(x + 1) faktor i ekvationens VL. Ekvationen kan da skrivas (x + 1)k(x) = 0, dir k(x) fas via

w3 —axiiz—g

polynomdivision, sa att k(x) = . Utférd division ger oss k(x) = x? — 5x + 6, och da far vi

ekvationens dvriga rétter som losningar till ekvationen x* —5x+6=0=x = g * %
Ekvationen har alltsa lésningarna

x=-1,x=2o0chx=3.
Svarx =—-1,x=2ochx =3

3. a) Om vi sétter in linjens ekvation i planets ekvation far vi villkor pa parametern t vid en eventuell
skdrning mellan linjen och planet. Vi far villkoret
A+20)-2(-240)+@2+t)=0=1t=-7,
som insatt i linjens ekvation ger oss skidrningspunkten (1 — 14,-2 - 7,2 —= 7) = (-=13,-9,-5).
Svar: Skidrningspunkten &r (—13, -9, -5).



1 1 0
b) Vi ritar figur och bildar vektorn u = 137 = (1) — (-2) = ( 3 )

1

2 -1

" b =(1,-2,2)

Det stkta avstandet ges av

. 0\ /2 .

ooy GO oy ey 1

|uJ_v|=|u_u||v| = |U—W = 3 |- _12 11| = 3 -3 1= 8 ==
proj.formeln -1 (1) 1 -1 1 —4

Svar: Avstandet mellan punkten och linjen ar @ le.

¢) Avstandet mellan punkten (1,1,1) och planet 4r 0, ty punkten ligger i planet.

Svar: 0 Le.
1-x 1—-x
y= 1= X1 yi= > X=Elyz0ex=1-2y3y=20

Alltsiharvif Y(x)=1—-2x*x =0
Svar fl(x)=1-2xx=0

4. a) Vihar

b) Om graferna har en gemensam punkt sa maste den, pa grund av egenskaper hos funktion och
invers, ligga pé linjen y = x dér x € D;NDy-1 = |—co,1]N[0,00[ = [0,1].

Vi finner den eventuella skdrningspunktens x-koordinat genom att l§sa ekvationen f ~1(x) = x eller
f(x) = x. Vi viljer att 16sa den férstnimnda.

1
ffilx)=xxe(01]l=1-2x=xxe[01] = x =
Observera att ekvationens andra rotx = —1 & [0,1].

Eftersom y = x vid skédrning sa skdr kurvorna varandra i punkten G,a
Svar: Skdming i G,i)

5. a)
1—i (1-0-(-20) -2i-2 1 1.
= = = =—==—=1
2i 2i- (=20) 4 2 2

Alltsa dr
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VZ
Svar |z| = >

b) arg(z*) = 3argz, dér vi har (rita figur) argz = — ET“, som ger oss arg(z?) =3 - (— 34—”) = —94—".
Vi kan dock vilja att — < arg(z®) < s4 attarg(z®) = —f
Svar: arg(z?®) = -=

4
c)Medz:%—iiférvi
o l4im—m—tirr4i=2aly
w=z L t=5+351

Vihar da |w| = i+ = "2—2 och argw = E (rita figur)

1
Fs
Alltsz‘iharviz+1+E=“—;e%,ochvifér
VZ o\ 1 r 1 1 1
e = [ 12 an 16 4T — 1 =
(z+1+1) (2 94) 3 256 1 256

"% "7 56 ¢
Svar: —

6. a) f dr definierad om 1 — 2x > 0 och x + 1 > 0. Det forsta villkoret innebir att x < %och det andra
att x > —1. Den sokta snittméngden &r alltsa ]—1,%[.

1
Svar: D, = ]—1,;[

b) Vi skall 16sa ekvationen f(x) = 0,x € Dy = ]—1,%[, och har alltsa att
In(1-2x) +nVx+1=0,x€ D, = ((1-2x) Vx+1)=hixeD =

(1-2x)'vx+1=1x€D; = (1-2x)Px+1)=1LxeD;=4x*-3x=0xED; =
Ty observera att
VLz0 for xeDy

3
x(4x? -3)=0,x€D; = x=0ellerx = -5
Anm: Ekvationens rot x = = ligger utanfor Dy.
z —
Svar: Ekvationen har l6sningarnax = 0 ochx = — %

7. Med hjélp av induktion har vi
n(4n +5)(n+1)

Z(Zkz +k) = 6

k=1
Steg I:
1(4-1+5)(1+1) 18

— =3=HL()

VL(1)=2{2k2+k)=2<12+1=3= 3 3

(=1

Sa sambandet géller forn = 1.

Steg II: Vi antar att sambandet giller for godtyckligt fixt p € Z¥, d.v.s. att
P

VL(p) = Z(zkz P G LD Rt ”Z)(p D
k=1

Detta medfor att



P+l

I
VLp+1) = Z(zkz +k)= (Z(zkz + k)) +(2(p + 1?2+ (p + 1)) = [enligt antagandet] =
s k=1

_plap+5)p +1)
6

p(4p +5)(p+1) +6(2p° +5p +3) 4p* +21p® +35p + 18

+2p? +5p+3= :
p? +5p = g

medan
P+DEE+D+5)((p+D+1)  (p+1(4p+9(p+2) 4p*+21p? + 35p + 18
6 - 6 - 6 :

HL(p+ 1) =
Didrmed har vi visat att om VL(p) = HL(p) sa giller det att VL(p + 1) = HL(p + 1).

Steg III
Pastaendet géller enligt Steg I for n = 1. Enligt Steg II gdller det dd dven forn = 1 4+ 1 = 2. Da galler
det dven for n = 2 4+ 1 = 3 o.s.v. Alltsa giller pastdendet for allan € Z7, v.s.v.



