TNAOO1- Matematisk grundkurs
Tentamen 2017-10-19 - Losningsskiss

1.a)
4x 4x 4x —3(x+ 1) x—3
>3eo—-320————-2>20& =0
x+1 x+1 x+1 x+1
& //Teckenschema//& x € |—o0,—1[ U [3, 0]
Svar: x € |—o0,—1[ U [3, oo].
b)
Il:xSZ Iz:ZSxS3 13:x23
—-x+2—-x+3=4 x—2—-—x+3=4 x—24+x-3
o 2x=1 ©1=4 S 2x

Losning saknas
S X = E € 11

2.a) Linjens ekvation insatt i planets ger
14+s)—14+29)+(4d—-s5)=0e=s5=2
vilket ger skdrningspunkten (1+ 2,1+ 22,4 —2) = (3,5,2).

b) Origo, O, ligger i planet. Vi ritar en figur.
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Ujn

O

Det kortaste avstandet mellan punkten P och planet ges av |u,|-

2
Vi bildar vektorn u = OP = (2)

6
Projektionsformeln ger

som ger avstandet |uy,| = 2v3.

Svar: Det kortaste avstandet mellan punkten och planet &r 2v/3 le.



3.a) Vi far
2sin?x —5sinx +2 =0 & [t = sinx]

1
<:>Zt2—5t+2=0(:>...4:>t=5,t=2
vilket ger
nx =2 o sinx=sinL o x="4n 2rellerx =2 tn-2
smx—§<:>51nx—smg(:>x—g n neerx—? n T
samt

sinx = 2
som saknar 16sning ty Vg, = [—1,1].

Svar:x=g+n-2nellerx=5?n+n-27r,n€Z.

b) Trigonometriska ettan ger

cos?v+sinv=1& cosv = +4/1 —sin2v

ochda§<v<nfas

__ | (1)2 _2V2
cosv = 3) = 3
vilket ger
NS ;.1 2V2 W2
sin2v = 2sinveosv =23 3 )= 5
samt
W2 42
sin 2v sin 2v ——g9 -9 42
tan 2v = = . = = — —__'=
cos2v  cos?v —sin?v 22 )2 7 7
(-27) -@)
Svar: sin 2v = — 4‘/7, tan 2v = — ﬂ.

9 7

4a)z=-1++3igerargz = 2?7T(+ n-2m) samt |z| = /(—1)2 + (\/5)2 = 2.
2
Svar: argz = ?(+ n-2m), |z| = 2.

2T
b) Vi far z = —1 +V/3i = 2e's vilket ger

11

” 2T ;221 (28,4 A
z =<2e 3) =213 = 2M1e\"3773) = 2113
41 41 1 V3
=11 (cos? + isin?> =1 (—5 - i7> = —210_210;\/3,

Svar: z11 = —210_210;,/3

c¢)Vifarmed z = x + iy
lz+4|=2|z+ 1| e [x+iy+ 4| =2|x+iy+ 1|

|+ +iyl=2lx+ 1D +iyl © J(x + 492 +y2 =2\/(x + 1)2 + y2
S x+4)?+y?=4((x+1D)?+y)) o x?+8x+ 16+ y? = 4x? + 8x + 4 + 4y?
e3x+3yl=12eox?+y2=4=2%
vilket ger alla punkter pa en cirkel med medelpunkt i origo och radie 2.

Svar: Alla punkter pa en cirkel med medelpunkt i origo och radie 2.



5.a) Vi far
e¥ +e?*—10e*+8=0ot=e5t>0lt3+t>—-10t+8=0

och provning ger att t = 1 dr en rot till ekvationen. Faktorsatsen ger da att t — 1 &r en faktor till polynomet
i vansterledet. Polynomdivision och faktorisering ger da

t3+t2-10t+8=0 (t—-1D(t?+2t-8) =0o..ot-Dt-2)(t+4) =0.

Med t =e*,t > 0fasda
e*X=1ox=lnl=0,e¥*=2<x=1n2
samt e* = —4 som saknar l0sning ty e* > 0.
Svar: x = 0,x = In 2.
b) Eftersom funktionen f(x) = e3* — 1, ddr D; = R, ar strangt vaxande och darmed har invers fas

In(y +1)

y=e¥-l1loe¥=y+1o3x=h(y+1)ox= 3

dvs f1(x) = P&

In(x+1)
3

Da Dy = R ger detta att Vy-1,y = R. Och vi ser ocksa ur fi(x) =
tyx+1>0 x> —1.

att Dp-1(,y = ]—1, 0]

In(x
3

Svar: f~1(x) = +1),Df—1(x) =]-1,00[Vi-14,y = R.
6.a) Definitionsméngden for In ger

Mx?-4>0o (x—2)(x +2) >0 < [Teckenschema] & x € |—o0,—2[ U ]2, 00[

2)x>0
vilket ger Dyjiner = (J—00, —2[ U ]2, 0[) N ]0, o[ = ]2, o[,
Vi far da
In(x?—4)<In3+1Inx,x €]2,00[ @ In(x?> —4) <In3x,x €]2,0]
© [Infunktionen stringt vixande] © x? —4 < 3x,x € ]2,00[ © x2 —=3x — 4 < 0,x € ]2, 0]
o (x+1)(x—4) <0,x €]2,0[ & [Teckenschema] © x € [-1,4] N ]2,00[ = ]2,4].

Svar: Olikheten har 16sningsmangden x € ]2, 4].

b) Vi tar en punkt i respektive plan och bildar en vektor fran det ena planet till det andra. Vi far

(-6

Vi projicerar denna vektor pa normalvektorn n = <1>, och far
1



U =

Det kortaste avstandet ges d& av |uy,| = 83£‘

Svar: Det kortaste avstandet mellan planen ar ¥ Le.
7. Vi undersoker pastaendet med induktion.

Steg 1. Forn = 1 fas

1, g2 t? t
VL(1 =Z—=— hHL(1) = ——
(1) Lileviz” 2 =1+

ger VL(1) = HL(1) om

t? t
—=——oot’?1+t)-2t=0t>(1+t)—-2t=0
2 1+t ( ) ( )

est’+t?-2t=0stt’+t-2)=0o...0t=-2,t=0,t=1.
Nu undersoker vilka av dessa som stammer.

t =—2ger

n

Z 4 _ —2n
k+k? n-2

k=1

Dar vi direkt ser att detta pastaende ej staimmer for alla n € Z* ty hogerledet dr ej definierat f6r n = 2 och
for n > 2 ar dessutom hogerledet negativt, vilket dr omdjligt da vanstra ledet endast innehaller en summa
av positiva termer.

t =0 ger
n
Z 0=0
k=1
som ar sant.
t=1ger

n

Z 1 _n
k+k? n+1

k=1

Steg 1. For n = 1 fas (redan visat)

1 1 1

1
1 1
L(1 =Z—=—=— hHL(1) =——=—-.
VL) L+l " 1+12 72 W=13172

dvs VL(1) = HL(1).



o Lo . . o P 1 _ p
Steg 2. Antag att pastaendet ar sant for nagot p € Z*, dvs };,_, prveialees

Detta medfor

p+1
1

14
1 1
VL(p + 1 =Z_=
P+1) L+ K2 k_1k+k2+(p+1)+(p+1)2

_ p + 1 P 4 1
o p+1 (+D+(®+1)? p+1 p+1+p2+2p+1

enl. antagandet

D 4 1 _p 4 1
T p+1 p?+3p+2 p+1 (p+DP+2)

_pp+2)+1 p’+2p+1  (p+Dp+1) p+1

T+ DP+2) (@+DE+2) P+DP+2) p+2

och vi har

p+1  p+1
p+D+1 p+2

HL(p+1) =

dvsVL(p +1) = HL(p + 1).
Dérmed har vi visat att om sambandet galler for n = p sé géller det férn = p + 1.

Steg 3. Sambandet géller enligt Steg 1 for n = 1. Enligt Steg 2 géller det da aven forn = 1 + 1 = 2. D4 géller
detaven forn =2+1=3o0chn =3+ 1=4o.s.v. Alltsa géller sambandet for allan € Z*, VSV.

Svar: Se ovan.



