TNAOO1- Matematisk grundkurs
Tentamen 2014-10-31 - Losningsskiss

1. a) Vi loser ekvationen |x — 4| + 2x = |x| genom att studera tre fall.
Fall 1: x < 0. Vi far ekvationen: 4 — x + 2x = —x & x = —2, som duger ty x = —2 tillhor aktuellt intervall.
Fall 2: 0 < x < 4. Vi far ekvationen: 4—x + 2x = x, som saknar ldsning
Fall 3: x > 4. Vi far ekvationen: x — 4 + 2x = x © x = 2, som inte &ar I16sning, ty x = 2 tillhor inte det
aktuella intervallet.

Svar:x = -2
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Sedvanligt teckenschema visar att detta ar uppfyllt & x € ]—c0, —3[ U [—2, — %]

Svar: x € ]—o0,—3[ U [—2, —%]

2.a) Vihar|z,| =1+ (=1)2 = V2. Allts&
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Svar; 260

b)lz — 1] = 1 innebar alla z pa cirkelranden till en cirkel med radie 1 och medelpunkt i 1 + 0i, d.v.s. randen
till cirkeln med ekvationen

(-1 +y=1,
dar x = Rez och y = Imz. Om vi har satter in det andra villkoret, d.v.s. x = y far vi villkoret

(x—1)+x*=1o o x=0e¢llerx=1

Béada de angivna villkoren géller darmed forz =0ochz =1 +1.

Svar;z=0ochz=1+1i
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3. @) Vi konstaterar att origo, O, ligger i det givna planet, och ritar en figur med planets normal n = (
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a) Vi soker koordinaterna for punkten Q och bestéammer darfor dess ortsvektor O_Q)
Vi har av figuren och projektionsformeln att
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b) Det sokta avstandet ges av
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4. a) Eftersom — Py < a <0sadrsina < 0. Med trigonometriska ettan far vi
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COS2a = C0S* a — Sin“ a 3 3 379 3
Svar:sinaz—‘/?g,cosZa:—é
b) Se kursboken
c)
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cos (2x —§) +sin2x = 0 < cos (2x — §) = —sin2x < cos (2x — —) = sin(—2x)
tysir:'zt)éir
en udda fkn

coS (2x — g) = cos (g — (—2x)) & C0S (2x — g) = cos (g + 2x) =
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Har saknar den forsta ekvationen Iosning i x, vilket gor att ekvationens I6sningar skall uppfylla villkoret

2x—z——(E+2x)+7127r<=>x——l+n-E
3 2 24 2
Svar:x=—%+n-§,nez
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5. a) Termerna under rottecknet &r alla definierade om x € ]—o0,3[ N ]—1, o[ = ]-1,3[.
Dessutom maste x uppfylla olikheten
INB—x)—In(x+1) =0 < In(3—x) = In(x + 1) & [ty In — funktionen &r strangt viaxande]

3—x=>2x+1lex<1
Alltsa har vi
Dy =]1-13[Nn]-,1] =]-11]
Svar: Dy =1-13[Nn]-o0,1] =]-11]

b)
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Svar: f1(x) = X >0
6. Vi ritar forst en figur.
P=(21,-1)

Py =(21,1)
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Vi soker koordinaterna fér punkten S och bestammer forst dess ortsvektor 0S. Av figuren har vi

0S = 0P, + PP —2QP = 0P, +u—2u,, = 0P, +u—2(u —uy,) = 0P — u+2uy, =
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vilket innebar att S = G —ig)

Kontroller kan goras pa olika satt, t.ex.
e kontrollera att SP ar ortogonal mot linjens riktning (anvéand skalarprodukt)
e kontrollera att |SG| = |QP| (Q méste férst bestammas)

Svar: S = G L 5)

T 33
7. Vi later forstn = 1. Vi far da
1
VL) = Z(l +th)? = (1 +t)?
k=1

medan

HL(1) =12-1*+12-12+1=25
Alltséd méste t uppfylla villkoret

(1+t)’=25ct=4ellert=-6
Fort =4 far vimed n = 2:

2
VL(2)=Z(1+4k)2 =(1+4-1)2+(1+4-2)?=25+81=106

k=1
medan

HL(2) =12-23+12-22+2=96+48+2 =146 + 106
Alltsé galler inte sambandet for allan € Z* om t = 4.

Fort = —6 far vimed n = 2:

2
VL(2) = Z(l —6k)?=(1-6)2+(1-6-2)>=25+121 =146
k=1

Alltsa géller sambandet forn =1 ochn =2 om ¢t = —6.
Vi visar nu med induktion att sambandet galler fér allan € Z* om t = —6.

Steg I: Vi vet enligt ovan att sambandet galler for n = 1 (och n = 2).
Steg I1: Antag att sambandet galler for ett godtyckligt fixt p € Z*, d.v.s. vi antar att
p
VL) = ) (1-6K)? = 12p* + 12p* +p = HL(p)

k=1
Detta medfor att

p+1 14
VL(p +1) = Z(l —6k)? = (Z(l - 6k)2> + (1 — 6(p + 1))? = [enligt antagandet] =

k=1 k=1 =(-6p-5)2
= 12p3 + 12p% + p + (=6p — 5)2 = 12p® + 12p? + p + 36p? + 60p + 25 = 12p® + 48p? + 61p + 25

Vi har ocksa

HLp+ 1) =12 +1)3+12(p+ 1)’ +(p+1) = 12(p3 +3p? +3p+ 1) + 12(p? + 2p+ 1) +p+1 =
= 12p3 +48p% + 61p + 25

Darmed har vi visat att om VL(p) = HL(p) s galler det att VL(p + 1) = HL(p + 1)

Steg 11
Pastaendet galler enligt Steg | for n = 1. Enligt Steg Il galler det da aven for n = 1 + 1 = 2. D4 galler det
aven forn = 2 +1 = 3 o.s.v. Via matematisk induktion galler pastdendet for allan € Z* om t = —6 v.s.v.

Svar: Sambandet géller for allan € Z* om t = —6.



