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1. a) Vi löser ekvationen |ݔ − 4| + ݔ2 =  .genom att studera tre fall	|ݔ|

Fall 1: ݔ ≤ 0. Vi får ekvationen: 4 − ݔ + ݔ2 = ݔ− ⟺ ݔ = −2, som duger ty ݔ = −2	tillhör aktuellt intervall. 
Fall 2: 0 ≤ ݔ ≤ 4. Vi får ekvationen: 4−ݔ + ݔ2 =  som saknar lösning ,ݔ
Fall 3: ݔ ≥ 4. Vi får ekvationen: ݔ − 4 + ݔ2 = ݔ ⟺ ݔ = 2, som inte är lösning, ty ݔ = 2 tillhör inte det 
aktuella intervallet. 

 

Svar: ݔ = −2 
 
b)  

ݔ − 2
ݔ + 3 ≥ ݔ2 ⟺

ݔ − 2
ݔ + 3− ݔ2 ≥ 0 ⟺

−ݔ 2− ݔ)ݔ2 + 3)
ݔ + 3 ≥ 0 ⟺

ଶݔ2− − ݔ5 − 2
ݔ + 3 ≥ 0 

 

⟺
ଶݔ2 + ݔ5 + 2

ݔ + 3 ≤ 0 ⟺
ݔ2) + ݔ)(1 + 2)

ݔ + 3 ≤ 0 

Sedvanligt teckenschema visar att detta är uppfyllt ⟺ݔ ∈ ]−∞,−3[ ∪ ቂ−2,− ଵ
ଶ
ቃ. 

 

Svar:	ݔ ∈ ]−∞,−3[∪ ቂ−2,− ଵ
ଶ
ቃ. 

 
 
2. a) Vi har |ݖଵ| = ඥ1 + (−1)ଶ = √2. Alltså 

ଵݖ = 1− ݅ = √2 ൬
1
√2

− ݅
1
√2
൰ = √2݁ି௜

గ
ସ  

      
Vi får 

ଶସ(	ଶݖଵݖ) = ቀ√2݁ି௜
గ
ସ ∙ 4݁௜

గ
ଷቁ

ଶସ
= ൫√2 ∙ 4൯

ଶସ
ቀ݁௜

గ
ଵଶቁ

ଶସ
= 2଺଴݁௜

ଶସగ
ଵଶ = 2଺଴݁௜ଶగ = 2଺଴ 

 
Svar: 2଺଴ 
 
b)|ݖ − 1| = 1 innebär alla ݖ på cirkelranden till en cirkel med radie 1 och medelpunkt i 1 + 0݅, d.v.s. randen 
till cirkeln med ekvationen 

ݔ) − 1)ଶ + ଶݕ = 1, 
där ݔ = Re ݕ och ݖ = Imݖ. Om vi här sätter in det andra villkoret, d.v.s. ݔ =  får vi villkoret ݕ
 

ݔ) − 1)ଶ + ଶݔ = 1 ⟺⋯⟺ ݔ = 0	eller	ݔ = 1 
 
Båda de angivna villkoren gäller därmed för ݖ = 0 och ݖ = 1 + ݅. 
 

Svar: ݖ = 0 och ݖ = 1 + ݅ 
 
c) 

|ݓ| = |1 + cosߙ + ݅ sinߙ| = ඥ(1 + cosߙ)ଶ + sinଶ ߙ = ඥ1 + 2 cosߙ + cosଶ sinଶ+ߙ ߙ = 
 

= √1 + 2 cosߙ + 1 = √2 + 2 cosߙ = ට2 + 2 ቀ2 cosଶ
ߙ
2 − 1ቁ = ට4 cosଶ

ߙ
2 = 2 ቚcos

ߙ
2
ቚ , v. s. v. 

 
 
 
  



3. a) Vi konstaterar att origo, O, ligger i det givna planet, och ritar en figur med planets normal ܖ = ൭
1
−1
1
൱ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a) Vi söker koordinaterna för punkten Q och bestämmer därför dess ortsvektor ܱܳሬሬሬሬሬሬ⃗ . 
Vi har av figuren och projektionsformeln att  

ܱܳሬሬሬሬሬሬ⃗ = ܖୄܝ = ܝ − ܖ∥ܝ =
ܝ ∙ ܖ
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d.v.s. punkten ܳ = ቀଶ
ଷ

, ସ
ଷ

, ଶ
ଷ
ቁ. 

Svar: ቀଶ
ଷ

, ସ
ଷ

, ଶ
ଷ
ቁ. 

 
b) Det sökta avståndet ges av 

หܖ∥ܝห = อ
1
3
൭

1
−1
1
൱อ =

√3
3  

Svar:	√ଷ
ଷ

 l.e. 
 
 
4. a) Eftersom − 

గ
ଶ

 < ߙ < 0 så är sinߙ < 0. Med trigonometriska ettan får vi 

sinߙ = −ඥ1 − cosଶ ߙ = −ඨ1− ൬
2
3
൰
ଶ

= −ඨ
5
9 = −

√5
3  

Vi har 

cos ߙ2 = cosଶ ߙ − sinଶ ߙ = ൬
2
3
൰
ଶ

− ቆ−
√5
3
ቇ
ଶ

=
4
9−

5
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1
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Svar: sinߙ =− √ହ
ଷ

 , cos ߙ2 = − ଵ
ଽ
 

 
b) Se kursboken 
 

c)  
cosቀ2ݔ −

ߨ
3
ቁ+ sin ݔ2 = 0⟺ cosቀ2ݔ −

ߨ
3
ቁ = − sin ⟺ݔ2 cosቀ2ݔ −

ߨ
3
ቁ =⏟
୲୷ ୱ୧୬(୲)	ä୰
ୣ୬	୳ୢୢୟ	୤୩୬

sin(−2ݔ) ⟺ 

 
cosቀ2ݔ −

ߨ
3
ቁ = cos ቀ

ߨ
2 − ቁ(ݔ2−) ⟺ cos ቀ2ݔ −

ߨ
3
ቁ = cosቀ

ߨ
2 + ቁݔ2 ⟺ 

 
ݔ2 −

ߨ
3 =

ߨ
2 + ݔ2 + ݔ2	eller	ߨ2݊ −

ߨ
3 = −ቀ

ߨ
2 + ቁݔ2 +  		ߨ2݊

 
Här saknar den första ekvationen lösning i ݔ, vilket gör att ekvationens lösningar skall uppfylla villkoret 

ݔ2 −
ߨ
3 = −ቀ

ߨ
2 + ቁݔ2 + ߨ2݊ ⟺ ݔ = −

ߨ
24 + ݊ ∙

ߨ
2		 

Svar: ݔ = − గ
ଶସ

+ ݊ ∙ గ
ଶ
	 , ݊ ∈ ℤ 

  

 
P = (1,1,1) 

  
Q
O ܱ  



5. a) Termerna under rottecknet är alla definierade om ݔ ∈ ]−∞, 3[ ∩ ]−1,∞[ = ]−1,3[.  
Dessutom måste ݔ	uppfylla olikheten 

ln(3 − (ݔ − ln(ݔ + 1) ≥ 0 ⟺ ln(3 − (ݔ ≥ ln(ݔ + 1) ⟺ [ty	ln− funktionen	är	strängt	växande] 
 

3 − ݔ ≥ ݔ + 1 ⟺ ݔ ≤ 1 
Alltså har vi  

௙ܦ = ]−1,3[∩ ]−∞, 1] = ]−1,1] 
Svar: ܦ௙ = ]−1,3[∩ ]−∞, 1] = ]−1,1] 
 
b) 

ݕ = ඥln(3 − (ݔ − ln(ݔ + 1) ݔ, ∈ ]−1,1] ⟺ ଶݕ = ln(3− (ݔ − ln(ݔ + 1) , ݔ ∈ ݕ,[1,1−[ ≥ 0 ⟺ 
 

ଶݕ = ln
3− ݔ
ݔ + 1 , ݔ ∈ ݕ,[1,1−[ ≥ 0 ⟺ ݁௬మ =

3− ݔ
ݔ + 1 , ݔ ∈ ݕ,[1,1−[ ≥ 0 ⟺⋯⟺ 

 

ݔ =
3− ݁௬మ

1 + ݁௬మ
ݕ, ≥ 0 

 
Alltså har ݂ invers med 

݂ିଵ(ݔ) =
3− ݁௫మ

1 + ݁௫మ
ݔ, ≥ 0 

 

Svar: ݂ିଵ(ݔ) = ଷି௘ೣ
మ

ଵା௘ೣమ
ݔ, ≥ 0 

 
 
6. Vi ritar först en figur. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Låt ࢛ = ଴ܲܲሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ − ܱ ଴ܲሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ൭
2
1
−1

൱ − ൭
2
1
1
൱ = ൭

0
0
−2

൱ 

Vi söker koordinaterna för punkten ܵ och bestämmer först dess ortsvektor ܱܵሬሬሬሬሬ⃗ . Av figuren har vi 
 

ܱܵሬሬሬሬሬ⃗ = ܱ ଴ܲሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + ଴ܲܲሬሬሬሬሬሬሬ⃗ − 2ܳܲሬሬሬሬሬ⃗ = ܱ ଴ܲሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + ܝ − ܞୄܝ2 = ܱ ଴ܲሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + ܝ − ܝ)2 − (ܞ∥ܝ = ܱ ଴ܲሬሬሬሬሬሬሬ⃗ − +ܝ ܞ∥ܝ2 = 
 

= ൭
2
1
1
൱− ൭

0
0
−2

൱ + 2

൭
0
0
−2

൱ ∙ ൭
1
1
1
൱

3
൭

1
1
1
൱ = ൭

2
1
3
൱ + 2 ∙ ൬−

2
3
൰ ൭

1
1
1
൱ =

1
3
൭

6
3
9
൱ −

1
3
൭

4
4
4
൱ =

1
3
൭

2
−1
5
൱, 

 

v  

 

P = (2,1,-1) 
 

u 

Q 

଴ܲ = (2,1,1) 

O 
S 



vilket innebär att ܵ = ቀଶ
ଷ

,− ଵ
ଷ

, ହ
ଷ
ቁ. 

 
Kontroller kan göras på olika sätt, t.ex.  

 kontrollera att ܵܲሬሬሬሬ⃗  är ortogonal mot linjens riktning (använd skalärprodukt) 
 kontrollera att หܵܳሬሬሬሬሬ⃗ ห = หܳܲሬሬሬሬሬ⃗ ห (Q måste först bestämmas) 

 
Svar: ܵ = ቀଶ

ଷ
,− ଵ

ଷ
, ହ
ଷ
ቁ 

 
7. Vi låter först ݊ = 1. Vi får då  

VL(1) = ෍(1 + ଶ(݇ݐ = (1 + ଶ(ݐ
ଵ

௞ୀଵ

 

medan 
HL(1) = 12 ∙ 1ଷ + 12 ∙ 1ଶ + 1 = 25 

Alltså måste ݐ uppfylla villkoret 
(1 + ଶ(ݐ = 25 ⇔ ݐ = 4	eller	ݐ = −6 

För ݐ = 4 får vi med ݊ = 2:  

VL(2) = ෍(1 + 4݇)ଶ = (1 + 4 ∙ 1)ଶ + (1 + 4 ∙ 2)ଶ
ଶ

௞ୀଵ

= 25 + 81 = 106 

medan  
HL(2) = 12 ∙ 2ଷ + 12 ∙ 2ଶ + 2 = 96 + 48 + 2 = 146 ≠ 106 

 
Alltså gäller inte sambandet för alla ݊ ∈ ℤା om ݐ = 4. 
 
För ݐ = −6 får vi med ݊ = 2:  

VL(2) = ෍(1 − 6݇)ଶ = (1− 6)ଶ + (1 − 6 ∙ 2)ଶ
ଶ

௞ୀଵ

= 25 + 121 = 146 

 
Alltså gäller sambandet för ݊ = 1 och ݊ = 2 om ݐ = −6. 
 
Vi visar nu med induktion att sambandet gäller för alla ݊ ∈ ℤା om ݐ = −6. 
 
Steg I: Vi vet enligt ovan att sambandet gäller för ݊ = 1 (och ݊ = 2). 
 

Steg II: Antag att sambandet gäller för ett godtyckligt fixt ݌ ∈ ℤା, d.v.s. vi antar att 

VL(݌) = ෍(1− 6݇)ଶ
௣

௞ୀଵ

= ଷ݌12 + ଶ݌12 + ݌ = HL(݌) 

Detta medför att 

VL(݌ + 1) = ෍(1− 6݇)ଶ
௣ାଵ

௞ୀଵ

= ൭෍(1 − 6݇)ଶ
௣

௞ୀଵ

൱+ (1 − ݌)6 + 1))ଶᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
ୀ(ି଺௣ିହ)మ

= [enligt	antagandet] = 

 
= ଷ݌12 + ଶ݌12 + ݌ + ݌6−) − 5)ଶ = ଷ݌12 + ଶ݌12 + ݌ + ଶ݌36 + ݌60 + 25 = ଷ݌12 + ଶ݌48 + ݌61 + 25 
 
Vi har också  
 

HL(݌+ 1) = ݌)12 + 1)ଷ + ݌)12 + 1)ଶ + ݌) + 1) = ଷ݌)12 + ଶ݌3 + ݌3 + 1) + ଶ݌)12 + ݌2 + 1) + ݌ + 1 = 
 

= ଷ݌12 + ଶ݌48 + ݌61 + 25 
 

Därmed har vi visat att om VL(݌) = HL(݌) så gäller det att VL(݌ + 1) = HL(݌+ 1) 
 

 
Steg III 
Påståendet gäller enligt Steg I för ݊ = 1. Enligt Steg II gäller det då även för ݊ = 1 + 1 = 2. Då gäller det 
även för ݊ = 2 + 1 = 3  o.s.v. Via matematisk induktion gäller påståendet för alla ݊ ∈ ℤା om ݐ = −6 v.s.v. 
 
Svar: Sambandet gäller för alla ݊ ∈ ℤା om ݐ = −6. 


