TNAOO1- Matematisk grundkurs
Tentamen 2016-08-24
Losningsskiss

1. a) Se kursboken.

b) 25in2x+3co{g—xj—2:0®25in2x+3sinx—2:O<:>sin2x+§sinx—1:O©

/satt t=sinx/ < t2 +§t—1:0<:>t:—2ellert:%.
For t=-2 har vi ekvationen sinx =-2, som saknar 16sning.
x=E+n27'c x=E+n27'c
1 6
For t = E har vi ekvationen sinx = E o eller o eller
x=n—£+n2n x=5—n+n2n
6 6

Svar: x=x=§+n27’c eller x=%+n2n, ne Z.

2. a) f(x)=In(x* —4)+In(x—1) ar definierad om x* —4>0 och x-1>0.
Vihar x> -4>0 (x-2)(x +2) >0 xe oo, 2 U2, oo,
och x-1>0<xe 1,00

Bada olikheterna ér alltsé uppfyllda omm x € |2, 00 .
Svar: D; =2, o]

b) f(x)=In6 < In(x* —4)+In(x—1)=In6.
Enligt ovan ar ekvationens vanstra led definierat omm x >2.
Vi har
In(x* —4)+In(x - 1) =In6 = In((x* - 4)(x - 1))=In6 =
/ty In - funktionen ar omvandbar/ <
(x* -4)(x-1)=6=x’ —x> —4x-2=0.
Eftersom x=-14r ett nollstalle till denna ekvation far vi, via faktorsatsen och
polynomdivision, att ekvationen &r ekvivalent med
(x+1)(x* —2x—-2)=0<=x=-1 eller x* —2x-2=0<
x=-1eller x=1++/3 ellerx=1-+/3.
Men x=-1<20chx=1-+/3<1-1=0<2. Diremot har vi 1+~/3>1+1=2 sa x=1+/3
ar 16sning.
Svar: x=1++/3

3. a) 2f(x)=3 motsvarar ekvationen 2|x —1| + 4x =3

x—lomx>1 . . ot e oeere
far vi tva olika fall, som sammanstalls i f6ljande tabell:

Eftersom |x - 1| 2{1 —xomx<1



I,: -1<x<1 I,: 1<x<2
2l-X)+4x=3<=2-2x+4x=3< | 2(x-1)+4x=3 <= 2x-2+4x=3 <

2x:1<:>x:%ell, 6x:5<:>x=§§zlz,

. 1. . sa ekvationen saknar 16sning i
sa x= 5 ar en 16sning.

detta intervall.

Svar: x = l
2

1-x+2x=x+1 om —-1<x<1

. Viritar grafen i respektive
x—1+2x=3x-1om1<x<2

b) Vi har f(x):|x—1|+2x:{

intervall:

A asT s 1 s 2
c)For —1<x<1harvi f(x)=y=x+1<x=y—1.Eftersom f ar strdngt vixande har vi

hir att ye|-1+1,1+1]=[0,2], d.v.s. pa detta intervall har f invers med

f'(x)=x-1,D = [0,2].

y+

For 1<x<2 harvi f(x)=y=3x-1<x= Tl . Eftersom f &r strangt vaxande har vi
hir att ye|3-1-1,3-2—-1|=[2,5], d.v.s. pa detta intervall har f invers med
-1 X +1 _
f (x) _T/ fol - [2/5]
x—lom(0<x<2

Vi observerar att f'(2)=1 ibada fallen och darmed har vi f'(x)={x+1 .
3 om2<x<5

x—lomO0<x<2
Svar: f'(x)=
var: £ (%) x+l om2<x<5
Anm: Som kontroll till ¢)-uppgiften ritar vi graferna y = f(x), y=f *(x) och y=x i

samma koordinatsystem.




4. a) Linjens ekvation insatt i planets ger

4
1—(—1—t)+2(1+t)=0<=>t=—§

som insatt i linjens ekvation ger skdrningspunkten (1, -1+ %, 1-— g) = (1, %, - %)
Svar: Skarningspunkten = (1, § — %)

b) Skiss. *n

u P=(1,-1,1)

U

Lat Q vara den ortogonala projektionen av punkten P pa planet. Eftersom origo ligger i

1
planet later viu = OP = <—1).
1
Figuren ger oss att 00 =u- uy,, dér vi av projektionsformeln har att

_u.,,n_(‘})(‘})(_z) ()

||n—|n|2 = 6 , =3 21
Alltsa,
_ 1 2/ 1 1/ 1
1 3 2 3 -1
d.v.s.
_(1 1 1)
Q= 3’ 3" 3
1 1

Svar: Punkten Q = (

1Y . " .
373 5) ar den ortogonala projektionen av P pa planet.

5. a) Med z=+/3 +i har vi |z|=\/(\/§)2 +1*> =2.0m arg z=v har vi (t.ex.)

tan v = € =0 :g, sa vi kan vélja arg z :% (eller vilken som helst av g +n2n,nel).

J3



Svar: |z]=2, argz:%

] 15 i(z’”EJ 15 1 15
6 /=27 2/ =272 =27

=1

157 ( 12n+37

Z\15

b) z*° =(\/§+i)15 2{2616J =215 6 =21%
Svar: z'° =2"%

c)Lat u=x+iy=

ju—2|=2Ju—i < x + iy — (V3 +i)| = 2x + iy — i > |(x —¥3) + (y - Vi| = 2w+ (y - Di| =

Ja=VB3)Y + (-1 =2x* +(y-1) & (x-V3)2 +(y-1)> =4[x* + (y - 1)* )=
X% —2\Bx+3=4x? +3(y-1)? ©3x> +23x +3(y -1)* =3 =

2
x? +¥x+(y—l)2 =1@(x+§] —§+(y—1)2 “le

Y , 12 4
M2 1P ===,
(x+ 3 +(y-1) 5 "3

sl

vilket motsvarar en cirkel med medelpunkt i (— ? ,lj och radie \/% =

u=0 ger ekvationens VL =|0—z| =|-z|=|z| =2, och dess
HL =2|0-1=2-1=2Ji|=2-1=2, d.v.s. u=0uppfyller ekvationen.

Svar: Alla komplexa tal i det komplexa talplanet som ligger pa en cirkel med medelpunkt

i (— ?,1} och radie % , d.v.s. alla komplexa tal u som uppfyller villkoret

u— —£+i _2 (se figur)
3 3 sH
18
_1 y
k]
2 A5 s (0 05
' -0a
1 2
6. a) Planet x +y +z =3 har en normalvektor n=|1|. Vektorernav, =| —1| och
1 -1
1
v, =| =3 | ar parallella med det andra planet och &r sinsemellan ickeparallella. Dessa
2

vektorer spanner alltsd upp det andra planet. n ar vinkelrat mot bade v, och v,, ty



1 2 1 1
n-v,={1|-|-1|=0 ochn-v,=|1|-|-3|=0.Detinnebér att de bdda planen har

1) (-1 1 2

parallella normalvektorer, vilket innebar att planen &r parallella, v.s.v.

1
b) Eftersom planen &r parallella kan vi vilja n = | 1| som normal till bdda planen. Vi
1
bestdmmer en godtycklig punkt i vardera planet, och véljer P=(3,0,0) i det forra planet
och Q=(0,0,-3) i det senare, se figur.

1
A n=|1
1
) P=(3,0,0)
l.l|n
u
Q = (0101_3)

3) (0) (3
Latu =QP=|0|-| 0 |=|0].
0] (-3) (3

Det sokta avstandet mellan planen ges av ‘UHH‘ . Projektionsformeln ger oss

3) (1
Ot 1 1
. 3 1
u:unn: 1:3+0+31:21
In 2 3 3
| 1 1 1

Det sokta avstandet mellan planen &r alltsa ‘“Hn‘ =243 le.

Svar: 2.3

n 1—g"
Vi ska bevisa att P(n): V(n) = > ag""'= a(l—q) giller for allan € Z+
k=1 —-q

Vi valjer ett induktionsbevis:



Sl o a(l_ql)
STEG 1: P(1): V(1)= > aq''=aq’ =a, H(1)= ——,
k=1 -9
Alltsd V(1) = H(1) d. v.s. P(1) gller.

STEG 2: Vi antar att P(p) galler for godtyckligt fixt tal p € Z*, d.v.s. vi antar att
o oall=g7
V(p)=zaqk 1_ (1 q )
k=1 —q
Detta medfor att

p+l p
Vip+1)=>aqd"" =Y agd"" +aq?""" =/enligtantagandet / =
P

k=1

_ P _ P p(1_ _ _ qaP*1
_ali-q XHmp:ﬂ@ g’ )+ag’(1-q) _a-aq’ +ag’ —ag"" _
1-q 1-q 1-q

Cali-g")
—?—H(erl)

dvs. V(p)=H(p)=V(p+1)=H(p+1)

STEG 3 Enligt steg 1 galler pastaendet for n = 1. Da galler det enligt steg 2 dven for
n=1+1=2.Men da galler det aven for n=2+1=23 o.s.v. Via matematisk
induktion har vi alltsa att pastadendet géller for alla n € Z*, v.s.v.



