TNAO001- Matematisk grundkurs
Tentamen 2015-10-30 - Losningsskiss

1. a) Vi loser ekvationen |x| + |x — 3| = 2x + 4 genom att studera tre fall.

Fall 1: x < 0. Vi far ekvationen: —x +3—x=2x+4 S x = — %, som duger ty x = — % tillhor aktuellt
intervall.
Fall 2: 0 < x < 3. Vifarekvationen: x+3—x=2x+4 S x = — %, som inte &r 16sning, ty x = — % tillhor

inte det aktuella intervallet.
Fall 3: x = 3. Vi far ekvationen: x + x — 3 = 2x + 4, som saknar 16sning.

1
Svar: x = — -
4

b)
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Sedvanligt teckenschema visar att detta ar uppfyllt < x € ]—o0,—1] U ]1,2].

Svar: x € |—o,—1] U ]1,2].

x 1
2. a) Vi ritar forst en skiss. (y) =t <— 1) ,tER,
z 2
.- Skarning for nagot
et varde pat

x 1
Vi har linjens ekvation: <y> =t (—1) ,t € R, och planets ekvation 3x — 2y + z = 14 och skall bestimma
z 2
det vérde pa parametern t som satisfierar bada ekvationerna. Vi far, da vi satter in linjens ekvation i
planets, villkoret
3t—2- (- +2t=14t=2,
som insatt i linjens ekvation ger skarningspunkten
(2,-2,4)
Svar: Linjen skér planet i punkten (2, —2,4).

b) Forst ritar vi en figur/skiss.

P=(1,1,1)

0 = (0,0,0)
Vi soker



koordinaterna for punkten Q och behover den riktade strickan 0Q = uyy. Vi observerar att origo ligger pa

1
linjen och later u = 0P = (1)

1
Av projektionsformeln far vi

= 1)= ! 11
v = e 6 )73\
Alltsa
0Q = 1( 11)
3 2
vilket ger oss
1 12
0=(3-33)

Svar: Den ortogonala projektionen av punkten P pa linjen dr punkten G, -2, 2)

()

¢) Av figuren ovan ser vi att vi skall soka |u,,| dar
<1> 1( : > 1<3 (- ;
Wy =u—uy= 1]—=-1|== 3>__<—1>=_
1 3 2 3 3 3 2 3

Alltsa ar det sokta avstandet
; <2>
- 4
3 1

Svar: Avstandet mellan punkten P och den givna linjen &r gx/ﬁ le.

|uJ.v| =

1
=§\/ﬁl.e.

3.
(al) Vihar |z;| = V9 + 9 = V18 = 3v/2. Alltsa
z —3+3l—3\/_<—+l—)_3\/_e
. ! V2 N2
Svar: z, = 3v/2e's

(a2)
24
- (3\/_) ( '——E))M = 324.712, i(-13)24 _ = 324 . 912 p-i2m _ 324,912 _

=1

(21 )24 _ ?n/fei%

Z, eirt/3

= 1156831381426 176 (som naturligtvis inte behover berdknas/anges)

Svar: 324 - 212

b) Villkoret |z — i| = 1 innebar att z ligger pa cirkelranden till cirkeln med radie 1 och medelpunkti 0 + i,
d.v.s. randen till cirkeln med ekvationen
¥+ (y-1r=1,
dar x = Rez och y = Im z. Om vi hér satter in villkoret Inz=1+4+Rez &y =1+ x, far vi
1
x2+(1+x—1)2=1<:)2x2=1<:>x=i—

V2

\/_ gerossy =1+ — L ochx = — \/_ geratty =1—— Bada villkoren géller alltsa for

Z—iﬁ'i'l(liﬁ)-

Svar:Z=i%+i(1i%).
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s
4. a) Eftersom Sa<m sa ar sin @ > 0. Med trigonometriska ettan far vi

1 Ta = [ty sina > 0] = |1 <1>z_ 15 V15
sina =+ cos“a = [ty sina = 3 = |1e=

Jﬁ(l)_\/ﬁ

Vi har alltsa

4

sin2a = 2sinacosa =2-——- 8

4
Svar: sin 2a = — ‘/%_5

b) Vi utnyttjar additionsformeln for sinus och far

V3 1 , _ .
7sm 2x + Ecos 2x = Csin(2x + v) = C(sin 2x cosv + cos 2x sinv) =

= (Csin2xcosv + C cos 2xsinv

( V3 V3
Ccosv=— cosSV = —
=

Vi ser da att foljande maste galla

2C

. _ 1
ksmv =3

N[ =

szinv=

Eftersom (cos v, sin v) ar en punkt pa enhetscirkeln far vi villkoret

ENERS
— —_— = =4
<ZC) +(zc> let=4+1
Vi viljer € = 1 och far

V3

cosv =
1
sinv = >

och kan vélja v = n/6.
Alltsa

V3 1 s
7sin 2x + Ecos 2x = sin (Zx + g)
Svar: B sin 2x + 1 cos 2x = sin (Zx + E)
2 2 6

c) Flera alternativa losningsstrategier finns. Vi valjer foljande, dér vi i forsta steget anvander
subtraktionsformeln for sinus:

T T T
sin(Zx—g) +cos2x =0 Sil‘leCOSg— costsing+ cos2x =0¢&

V3 1 V3 1 . .
7sm2x—5c052x+c052x=0@7sm2x+5c052x=0=>[seresultatetfranb)—uppglften]
sin(2x+z)—0<=>2x+z—n7t<:>x——£+nznEZ
6/ 6 o120 2
Svarix=——4n-2 ,n€Z
12 2
5. a)

e* —27e¥t =0 = [t ="/t t > 0]

t'—27t=0,t>0=t(t3>-27)=0,t>0=t=3
Alltsa
e¥/* =3 < x=4In3
Svar: x = 41In3



b) Termerna i olikheten &r alla definierade om x € ]—o0,1[ N ]0, o[ = ]0,1[.

Alltsa:
Inl—x)—-2lnx<Ih2,0<x<leh(l-x)<h2+hx?,0<x<1e

In(1 —x) <In2x2,0 < x < 1 & [ty In — funktionen &r striangt vixande]

x 1
1—x§2x2,0<x<1<:>2x2+x—120,0<x<1<:>x2+5—520,0<x<1(:>
1 ) . . 1
(x—z)(x+1)20,0<x<1(:)[Gorteckenstudlumpa(x—f)(x+1)20]4:}

o

Svar: x € E, 1[.

6. Vi visar sambandet med induktion.

Steg I:
1
1(12 + 2)
VL(1)=Z(1—k+k2)= 1-1+12=1==—"—==HL()
k=1
S& sambandet géller for n = 1.
Steg II: Vi antar att sambandet giller for godtyckligt fixt p € Z*, d.v.s. att
p
242
VL(p) = Z(l —k+k?) = % = HL(p)
k=1
Detta medfor att
p+1 P
VLp+1) =) 1—-k+k?= (Z(l —k+ k2)> + (@1 —(p+1)+ (p+ 1)?) = [enligt antagandet] =
k=1 k=1
242 242
=M+1—p—1+p2+2p+1=M+p2+p+1=

3 3

_p(@*+2)+3p*+3p+3 p*+2p+3p°+3p+3 p’+3p>+5p+3
Bl 3 B 3 B 3

Vi har ocksa

@+D((p+1*+2) _ P+D@P*+2p+3) _
3 3

HL(p + 1) =

p®+2p* +3p+p>+2p+3 p*+3p®+5p+3
3 B 3

Déarmed har vi visat att om VL(p) = HL(p) sa géller det att VL(p + 1) = HL(p + 1)

Steg 111
Pastdendet galler enligt Steg I for n = 1. Enligt Steg II giller det da dven fér n = 1 + 1 = 2. Da galler det
aven forn = 2 + 1 = 3 o.s.v. Alltsa géller pastaendet for allan € Z*, v.s.v.

7. a) Eftersom arcsin t ar definierad for t € [—1,1] och cos v ar definierad for alla v € R, sa ar

f(x) = cos(arcsin(3x — 1)) definieradom -1 <3x-1<1<0<x < g Alltsé har vi Dy = [0,2].

For x € Dy géller det att —% < arcsin(3x — 1) < %, vilket innebér att 0 < f(x) < 1,ty0 < cosv < 1 om
—><v <7 Alltsé ar Vp = [0,1],



Vi undersoker om f har invers. Vi har

2 2
y = cos(arcsin(3x — 1)),x € [O, §],y € [0,1] & arccosy =arcsin(3x —1),x € [0,§] ,y € [0,1].

Lat @ = arccosy = arcsin(3x — 1) < cos 8 =y, sinf = 3x — 1. Detta ger oss (for x € [0,;] ,y €10,1]),

eftersom (cos 6, sin ) dr en punkt pa enhetscirkeln,
1 1
cos?0 +sinf+1 < y?+(Bx—1)> =1 <9x? — 6x + y? =0(:>x=—i§ 1—y2

w

Sa, for alla y € [0,1] svarar tva x € [O,%[ U E,ﬂ, vilket innebér att f saknar invers.

Anm: For att visa att f saknar invers racker det att visa att det finns a € [0,2] ochb € [0,2] med a # b och

sadana att f(a) = f(b) = ¢, dér c € [0,1]. T.ex. géller det att f(0) = f G) =0.
Svar: Dy = [O, %] och V; = [0,1], f saknar invers.

b) For ekvationen arcsin(3x — 1) = arccos 2x galler det (se bl.a. a)-uppgiften ovan) att bada termerna ar
definierade om x € [0, 3] n [—1,1] = [0,1].

3 2’2 2 . .
Eftersom vidare arcsin(3x — 1) dr strangt vaxande, med — ;< arcsin(3x — 1) < > sa galler det att
arcsin(3x —1) < 0forx € [0, %] Men arccos 2x = 0 fOr x € [— %%], vilket innebér att det for en eventuell
16sning till ekvationen maste gélla att x € E, %] Vi kan aven utesluta x = % som losning eftersom

VL G) = % # 0 = HL (%) Aven x = %kan uteslutas eftersom VL (é) = 0 och HL G) > 0.

Lat 6 = arcsin(3x — 1) = arccos 2x for x € Eé[ Det innebaér att sin8 = 3x — 1 och cos 6 = 2x.

Trigonometriska ettan ger oss villkoren

_ 1y 2 = 11 2_ 2 _ 11
Bx -1+ (2x) lochx € 3’3 S 9x°—6x+1+4x 1,x € 3’7 =

13x2—6x=0 e]l 1[ (13x—6)=0 e]l 1[ _6
— = — — & —_ = - — & = —_—
X X , X 35 x(13x , X 35 X 13

Anm: Kurvorna y = arcsin(3x — 1) och y = arccos 2x &r
ritade i figuren till hoger. 05

0.4 0.5 0.6

. v . 6
Svar: Ekvationen har I6sningen x = ——. -05




