TNAO001- Matematisk grundkurs
Tentamen 2016-10-28 - Losningsskiss

1.a)
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Sedvanligt teckenschema visar att detta ar uppfyllt & x € [-1,0[.
Svar: x € [—1,0].

b) Vi loser ekvationen |x — 1| = 2|x — 2| — x genom att studera tre fall.

Fall 1: x < 1. Vi far ekvationen: —x + 1 =22 —x) —x & x = ;, som inte duger ty x = ;tillhbr inte aktuellt
intervall.

Fall 2:1 < x < 2. Vifar ekvationen: x —1 =22 - x) —x & x = z, som duger ty x = Z tillhor det aktuella
intervallet.

Fall 3: x = 2. Vi far ekvationen: x — 1 = 2(x — 2) — x, som saknar 10sning.

5
Svar: x = "

2. a) Forst ritar vi en figur/skiss, och observerar att origo ligger pa linjen.

P=(4,1,1)

0 = (0,0,0)
. 4
Latu=0P = (1) Av figuren ovan ser vi att vi skall soka |u | dér
1

Uy =u—Uyy
Av projektionsformeln far vi

e

(4) 4<2 LA\ 1/8\ 1/4
uJ_v=u—u”v= 1)—= 1>=_(3>__<4)=_<—1>
1/ 3\o1/) 3\3/) 3\4) 3\y

Alltsa ar det sOkta avstandet
1( : >
~(-1
3 7

och darmed

1 1
=§\/16+1+4 =§V661.e.

|uJ.v| =

Svar: gx/@ l.e.



b) Med t = 4 insatt i L,:s ekvation far vi
x=4-2=8, =4'1=4, z=4-(-1)=—-4
vilket innebar att punkten (8,4, —4) ligger pa L.
Pa samma satt om vi satter in t = 11 L,:s ekvation far vi
x=4+1-4=8 =1+1-3=4, z=1+1-(-5)=4
vilket innebar att punkten (8,4, —4) adven ligger pa L,.
Alltsa ar punkten (8,4, —4) gemensam for de bada linjerna, v.s.v.

A 2
c) Eftersom en normal, n = <B>, till planet ar vinkelrdt mot bada linjernas riktningsvektorer v; = < 1 >
C -1

4
respektive v, = ( 3 ), sa skall det gélla att
-5

0

{n-v1=0 (?)(i) @(2 1 —1|0)(:)(2 1 _1|0)(:){A=—t

nv,=0 <A> <4> 4 3 -5l 0o 1 -3lo B=3t,
Bl 3
We/ \s

C=t
1
och vi kan vilja normalenn = | -3 |.
-1
Planets ekvation dr ddrmed, om vi anvander att punkten (8,4, —4) ligger i planet,
1 x-8)-3-y—4)-1(z+4)=05x—-3y—2z=0

0

Anm 1: Det dr dven “uppenbart” att origo ligger i planet eftersom origo ligger pa L;. Om vi anvénder den
punkten far vi mera direkt ekvationen x — 3y —z = 0.

Anm 2: Eftersom de béda linjernas riktningsvektorer spanner upp det plan linjerna ligger i och origo ligger
i planet sa far vi planets ekvation pa parameterform:

v 2 4
()’>=S< 1>+t<3 >,s,te]R.
z -1 -5

X 2 4
Svar: En ekvation for planet 4r x — 3y — z = 0 eller (y) = S( 1 ) + t( 3 ),s, teR
z 1 -5

3. a) Se kursboken sid. 92 och figur 2.30 sid. 93.

b)

sin (2x+g) = —sinx © [ty sin(—x) = —sin x]

< sin (2x+z) = sin(—x) &
T 3 T
2x+§=—x+n-2n eller2x+§=n—(—x)+n-27r<:>
3x=—E+n-27r ellerx=ﬂ—z+n-2n<:>
T 21 21
x=—§+n-? ellerx=?+n-2n

Svar:x=—%+n-2?n,n6Zellerx=2?n+n-2n,nez

¢) Pa (t.ex.) intervallet —% <2x+ g < gér f strangt viaxande och vi far alltsa dér en invers pa sa stort

intervall som mdijligt. Vi har

n<2 +T[<TL'(:) T 7l'<2 <7l' n(:) 57r< <7r
] 2=%T3=3 2 3=%%=373 12="=12
Med Dy = [~ 2, Z| far vi (som forvantat) V; = [sin (~5),sin (%) | = [~1,1] (KONTROLLERAL).

Vi soker inversen pa det aktuella intervallet:

T 57 T
y=sin(2x+§),xe _E’E] <:>arcsiny=2x+§,y€[—1,1] =



- % + arcsiny

X = f’y €[-11]
Alltsa:
s .
—§ + arcsinx
) = 5 x € [-11]
med
5t w
1212
1 _ —g+arcsinx _ _|_ 5t m
Svar: f71(x) = - ’Df_l € [-1,1] och Vf_1 - 12’ 12]

Som illustration (beht')ver inte goras for att 10sningen skall vara fullstdndig) ritar vi graferna till

y=fxxe|-==

o E] ochy = f71(x),x € [-1,1] och y = x i samma koordinatsystem och far figuren
nedan, dar y = f(x) ar den Ovre grafen.

'

05

-05

4.
a) Vi har |z;| = V16 + 16 = V32 = 4v/2. Alltsa
z,=4—4i= 4{(——1_) 4vZe T
' V2 V2
Vi far
12 /1 _;EN\12 .
(212)"? = (4\/_6 4 e‘”/(’) = (4V2) (e 112) = 230g~im — _230

oA

b) Eftersom argz, = — % ochargz, = % sa ger det forsta villkoret att

—% <argz < %. Detta ar uppfyllt for alla komplexa tal z som i det

komplexa talplanet ligger pa och mellan stralarna § = —~ och 8 = %, 05
4 6

se figur.
Villkoret |z — 1| < 1 &r uppfyllt av alla z ligger pa cirkelskivan med 0 P 1 > Re
radie 1 och medelpunkt i (1,0), se figur

Vi soker snittméngden mellan dessa omraden i komplexa talplanet 05

och far alla komplexa tal z som ligger i det skuggade omradet i
figuren till hoger. -1




5. a) Termerna i ekvationen ar alla definierade for alla x som samtidigt uppfyller de tre villkoren

x—1>0=x>1, x—2>0=x>2, x+3>0=x>-3
Detta ar uppfyllt for alla x > 2
Alltsa:

Inx—1D)+In(x—-2)+In(x+3)=h12,x>2 <
In[(x —1)(x —2)(x +3)] =In12,x > 2 © [ty In — funktionen dr omvindbar]
—DEx-2)x+3)=12,x>2<=x3—7x — 6 =0,x > 2 & (I6s tredjegradsekv pa sedvanligt sitt)
x=3

(tredjegradsekvationens ovriga losningar, x = —2,x = —1 uppfyller inte villkoret x > 2)

Svar: Ekvationen har I6sningen x = 3.

b) P& motsvarande satt som i a)-uppgiften har vi att olikhetens alla termer dr samtidigt definierade
om x > 2.
Alltsa
Inx—1D)+In(x—2)+In(x+3) <12, x>2 <
In[(x — 1)(x —2)(x +3)] =In12,x > 2 © [ty In — funktionen 4r strangt vixande]
x—-1Dx-2)(x+3)<12,x>2x3-7x—-6<0,x>2 <
(x=3)(x+1)(x+2)<0,x > 2 < (gor teckensudium!)

x €| ]-00,—-1]U [—2,3]) N]2,00[ =]2,3]

ges av teckenstudiet

Svar: x € ]2,3]

6. Vi visar sambandet med induktion.

Steg I: For n = 1 har vi
1
VL(1) =Zk2k =1-2'=2
k=1

och
HL(D) =(1-1)2"1+2=0+2=2
Alltsa géller sambandet for n = 1.

Steg II: Vi antar att sambandet géller for godtyckligt fixt n = p,p € Z*, d.v.s. att
P

VL(p) = ) k2k=(p—1)-2P*1 +2 = HL(p)
k=1
Detta medfor att

p+1 P
VL(p+1) = Z k2k = (Z k2k> + (p + 1)2P*! = [enligt antagandet] =
k=1 =

k=1

=(p-1)2P" 424+ (p+1)2P1 =21 (p—1+p+1)+2=2p2P*" 1 +2 =
=p2P2+2=((p+1)—1)2P V1 + 2 =HL(p + 1)

Darmed har vi visat att om sambandet galler for n = p sé géller det forn = p + 1.

Steg 111
Sambandet géller enligt Steg I for n = 1. Enligt Steg II giller det da dven for n = 1 + 1 = 2. D3 galler det
avenforn =2+1=3ochn =3+ 1= 4o0.s.v. Alltsa giller sambandet for allan € Z*, v.s.v.

x x
7.a)Latu = (3’1) ochv = (3’2) vara tvadimensionella vektorer i ON-basen. Vi far da med den angivna

definitionen

u-v =%(|u+v|2 —lu-v) = %(K;i i@r - |(;1 :;§)|2> B



2

- %((‘/(xl +2)2+ (1 + }’2)2) (\/(x1 — %)%+ (y; — y2)2)2) _

1
"1 (e +x2)% + (1 +¥2)* = (11 = %)% + (1 — ¥2))) = [utveckla kvadraterna och forenkla] =

1
= Z(4x1x2 +4y1Y;) = X1X; + Y1V, V.S.V.

b) Om u och v ar vinkelrata sa har vektorernau + vochu—v
samma ldngd (se figur), d.v.s. [u + v| = |[u — v|. Da blir hogra
ledet i den givna definitionen 0. Alltsa u - v = 0 (dven med
denna alternativa definition av skaldrprodukt).

Svarru-v=0




